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Graphes

|. Graphes

De nombreux phénoménes/situations peuvent &tre modélisés par des
graphes. Quelques exemples :
@ réseau routier : les sommets sont les intersections des routes, les arétes
représentent les routes. Probléme du voyageur de commerce (TSP).
@ cheminement dans un réseau informatique.
@ web modélisé par un graphe. Les sommets sont les pages Web et les
arétes sont les liens hypertexte entre ces différentes pages.

Définition 1.
Un graphe orienté G = (V/, E) est constitué d'un ensemble fini V de

sommets (vertex) et d'un ensemble fini E de couples ordonnés (i, j) avec
i,j € V. Les éléments de E sont appelés les arétes (edge) du graphe.

Notation (les fleches indiquent I'orientation des arétes) :

O—>—=0

(i. J) (i i)




Graphes

Remarques :
e Pour un graphe orienté, les arétes (i, /) et (j, /) sont distinctes.
e Pour un graphe non-orienté, ces arétes sont confondues et sont
représentées par un seul arc sans fléche; |'aréte est notée {i,}.
e Dans un graphe orienté, un sommet j peut avoir une aréte sur
lui-méme, i.e. une aréte (i, i) ce qu'on appelle une boucle.
Un graphe orienté sans boucle est dit simple.

Exemple de graphe orienté :
V ={1,2,3,4}; E=1{(1,2), (3,4), (4,2), (4,3)}




Graphes

Définition 2.

L'ensemble G = (V/, E, c) est un graphe valué si (V, E) est un graphe
auquel on associe une fonction positive ¢ : E — R appelée valuation ou
capacité. La capacité de I'aréte (/, /) est notée cj;.

Exemple : La capacité c;j représente par exemple :
e la distance ou longueur du trongon de route (i, /) entre deux villes i et
J (cf. TSP)
@ le nombre maximal de voitures par unité de temps entre deux villes 7
ety
@ le débit maximal entre deux points i et j d'approvisionnement en
eau/gaz.



Flot dans un graphe Introduction

II. Flot dans un graphe

1. Exemple d’introduction
Deux chiteaux d'eau alimentent 3 villes & travers un réseau de
canalisations comportant également 2 stations de pompage.

e Les chateaux d'eau ont une capacité limitée qui s'éléve pour chacun
d’eux a 100000 m3.
e Les villes ont exprimé les demandes suivantes :

— au minimum 50000 m® pour la ville 1
— au minimum 40000 m® pour la ville 2
— au minimum 80000 m® pour la ville 3

e Les canalisations entre les chateaux d’eau et les villes ont des débits
limités. Par exemple :

— le débit maximal reliant le chateau 1 a la ville 1 est de 30000 m3.

— le débit maximal reliant la station de pompage 1 a la ville 2 est de
50000 m®.



Flot dans un graphe Introduction

Le réseau est représenté schématiquement par le graphique suivant.

CL;.)’em,L erm
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Les débits maximaux sont indiqués entre parenthéses le long des
canalisations (en milliers de m3).

@ Déterminer s'il est possible de satisfaire la demande des 3 villes a
travers ce réseau et comment ? Déterminer le flot maximal.



Flot dans un graphe Flot

On va modéliser le réseau par un graphe dont les sommets sont les
chateaux d'eau, les stations de pompages et les villes. Les arétes
représentent les canalisations. Le graphe est valué par les débits maximaux
des canalisations. Pour résoudre le probléme, on introduit la notion de flot
dans un graphe.

2. Flot dans un graphe.

On considére un graphe orienté et valué G = (V, E, c) ot V est |I'ensemble
de sommets, E I'ensemble des arétes et c les capacités supérieures
associées aux arétes.

On note u = (i,j) € E I'aréte qui a le sommet i de départ et le sommet j
d’arrivée (on tient compte de |'orientation). On désigne par :
@ 5(i) I'ensemble des sommets successeurs de i (les sommets j tel que
I'aréte (i, ) existe)
@ P(i) I'ensemble des sommets prédécesseurs de i (les sommets j tel que
I'aréte (j, i) existe).



Flot dans un graphe Flot

Exemple : V ={1,2,3,4}; E=1{(1,2), (2,3), (3,1), (2,4)}

sommet | successeur S | prédécesseur P
1 2 3

2 1
3 1 2
4 2




Flot dans un graphe Flot

On suppose aussi que le graphe G comporte deux sommets particuliers :

@ un sommet source s : le seul sommet du graphe qui n'a pas de

prédécesseur.
@ un sommet puits p : le seul sommet du graphe qui n'a pas de
successeur.
O———®
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Les valeurs indiquées sur le graphe entre "[.]" représentent les capacités
associées aux arétes. Ainsi, Cs3 = 2, Cs¢ = 2,Cap = 3,...
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Définition d'un flot dans un graphe

@ Un flot de s & p est une fonction ¢ : E — R définie sur les arétes tq
N def ..
dowi= Y, ek ot 95 = (i)
ieP(j) keS(j)

pour tout sommet j # s, p. On dit qu'il y a conservation du flux au
sommet j ("ce qui rentre égale ce qui sort").

La valeur @j; est le flot sur I'aréte (i, ).

Pij

Flot entrant Flot sortant

X =10 =10

\
O——@® /
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Flot dans un graphe Flot

Définition (suite)

@ Le flot est dit réalisable si pour toute aréte (i,j) € E, on a
0 < gjj < ¢ (1)

o La quantité v = Z @ijp est la valeur du flot de s a p.
i€P(p)

Remarque. Les contraintes de capacités (1) se généralisent a :
dij < $ij < Cj (2)

i.e. avec des capacités inférieures non nécessairement nulles.

12
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[Il. Probleme de flot maximal dans un graphe

1. Introduction

Des chateaux d'eau alimentent des villes (les sommets) a travers un réseau
de canalisation (les arétes). Les canalisations ont des débits limités (les
capacités). On cherche le débit maximal a faire passer dans le réseau.

Probléme de flot maximal

Etant donné un graphe valué (avec une seule source et un seul puits),
trouver un flot réalisable maximal (i.e. dont la valeur est la plus grande
possible).

13
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2. Coupe minimale dans un graphe

Définition d'une coupe
Une coupe d'un graphe valué G = (V, E, c) avec une seule source s et un
seul puits p, est une partition des sommets notée (X, X) telle que :
e V=XUX, XNX=0
escXetpeX
La capacité de la coupe est définie par c(X, X) = Z &

ieX
jex

La capacité d'une coupe est donc la somme des capacités des arétes dont
un sommet est dans X et |'autre dans X.

14
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Définition d'une coupe minimale

Une coupe (X, X) est dite minimale pour le flot ¢ si :
o toute aréte de X vers X est saturée c-a-d ;; = ¢;; pour i € X et
JjeX.
o toute aréte de X vers X est insaturée c-a-d p; = 0 pour i € X et
JjeX.

2]
O—

[2] @ arétes (a, b) et (c, b) saturées

@ aréte (d, ¢) insaturée

[Z] R @ B I[z] @
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Probléme de flot maximal dans un graphe Coupe minimale dans un graphe
Quel lien entre flot max et coupe minimale ?
Proposition

S'il existe une coupe minimale pour un flot ¢ réalisable, alors ce flot est
maximal.

On peut montrer qu'on a tjs v(¢) < c(X, X) pour toute coupe (X, X).
Coupe minimale / flot maximal
— [12]
1@
[8] 51

8 5

@ 2l ]| 5 @

[ 8 5

&7 -O—7—@

2

= flot maximal v(¢) = ¢(X, X) =10 16
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IV. Détermination du flot maximal (Ford-Fulkerson)

On cherche un flot maximal.
1. Chaine améliorante

Comme on va le voir, c'est la notion de chaine et non pas de chemin qui
est essentielle.

Définition d'une chaine.
Une chaine d'un graphe est une suite de sommets

C — (ilai27"' 7ik7ik+la"' 7’m)
reliés entre eux par des arétes c'est-a-dire tels que :

(ik, ik+1) €E ou (ik_|_1, ik) € E
(aréte directe) (aréte inverse)

Une chaine ne tient pas compte de |'orientation des arétes reliant les
sommets (chaine # chemin).

@ [c12] , @ ) [ca2] @ [cad] , @




Détermination du flot maximal Chafne améliorante

Définition d'une chaine améliorante.

Une chaine C = (s, i1, i2, -+ , ik ik+1,° -+ »im, P) €st dite améliorante pour
un flot réalisable ¢ donné si :

Q ©(ik,ik+1) < c(ik,ixk+1) si (ik, ik+1) € E : aréte directe non saturée
Q@ ©(ikt+1,ik) > 0 si (ik+1,ik) € E : aréte inverse non insaturée

Remarque : ce qui compte ici, ce sont les inégalites strictes. Pour une
aréte directe, on cherche a ajouter du flot. Pour une aréte inverse, on
cherche a enlever du flot pour le mettre ailleurs (par conservation) et ce
faisant permettre d'augmenter globalement le flot.

@ [4]

$=2
(‘pnmu = 3) 18



Détermination du flot maximal Chafne améliorante

L’algorithme de Ford-Fulkerson permet de trouver un flot maximal par
recherche de chaines améliorantes. Il est basé sur le résultat suivant :
Proposition

Un flot réalisable est maximal si et seulement s'il n'existe pas de chaine
améliorante.

On recherche de facon itérative une chaine améliorante en parcourant le
graphe de s a p selon un parcours défini (DFS, BFS,...) et en utilisant une
procédure de marquage des sommets.

Une fois qu'une chaine améliorante est trouvée, on met a jour les flots.

On s'arréte lorsqu'il n'y a plus de chaine améliorante de s & p. On a alors
trouvé le flot maximal.

19



Détermination du flot maximal Algorithme de Ford-Fulkerson

2. Algorithme de Ford-Fulkerson

@ Initialisation par un flot initial réalisable (¢ =0)

@ Tant que le flot n’est pas maximal
o Marquage de la source s

o Tant qu’on marque des sommets

Pour tout sommet marqué i
Marquer les sommets j non marqués tq
©(i,j) < c(i,j) pour une ard@te directe
ou
©(j,i) > 0 pour une ardte inverse
Fin pour

Fin Tant que

o Si le puits p n’est pas marqué alors le flot est maximal
Sinon amélioration du flot

Fin Tant que

20



Détermination du flot maximal Algorithme de Ford-Fulkerson

Amélioration du flot

@ trouver une chaine qui a permis de marquer p et calculer
I'amélioration ¢ = min(e1,e2) > 0 avec

€1 = min {C(ik, ik+1) — (p(ik, I'k+1) avec (ik, I'k+1) eE (aréte directe)}

g2 = min {p(ikt+1, ik) avec (ikt1,ik) € E (aréte inverse)}

@ déterminer le nouveau flot ¢ :
o Si (I'k, fk+1) eE (aréte directe) alors (p/(l.k, I.k+1) = 4,0(1.;(, ik+1) +e€

o Si (ik+1,ik) € E (aréte inverse) alors ¢ (ik, ik+1) = ¢(ik, ik+1) — €

21



Détermination du flot maximal Parcours de graphe

3. Parcours de graphe
e Parcours profondeur (Deep First Search)

Exploration en profondeur des chemins : pour chaque sommet, on

prend et on marque le premier sommet successeur jusqu'a ce qu'un

sommet n'ait plus de successeur ou bien que tous ses successeurs

soient déja marqués.

On utilise généralement une pile! pour I'exploration des sommets
e Parcours largeur (Breath First Search)

A partir d'un sommet, on liste et on marque tous les sommets
successeurs non encore marqués, jusqu'a ce qu'un sommet n'ait plus
de successeur ou bien que tous ses successeurs soient déja marqués.

On utilise généralement une file? pour I'exploration des sommets.

1. Une pile est une structure de données basée sur le principe « dernier arrivé, premier
sorti » (en anglais LIFO « last in, first out » ) : le dernier élément ajouté a la pile est le
premier a en sortir.

2. Une file est une structure de données basé sur le principe « premier entré, premier
sorti » (en anglais FIFO « first in, first out ») : les premiers éléments ajoutés a la file

seront les premiers a en étre retirés.
22



Détermination du flot maximal Parcours de graphe

Exemple de parcours DFS / BFS

Parcours profondeur DFS : A,B,E,F,C,G,D

Parcours largeur BFS : A,B,C,D,E,F,G

23



Détermination du flot maximal Un exemple

4. Un exemple
Considérations pratiques :

Dans la pratique, on utilise plusieurs tableaux

@ S= ensemble des sommets marqués et non complétement examinés.

@ tableau origine qui indique I'origine du marquage :
aréte directe (ik, ik+1) € E — origine (ik41) = ik
aréte inverse (ix41,ix) € E — origine (ix) = —ik4+1

@ tableau ¢ : amélioration globale possible du flot & chaque marquage.

24
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Marquage profondeur (DFS avec pile) 2
Etape 1:

S | s|la|b|c|p

orig | — | s | a C
€ o |[2(2]1 =1 v=1/
v=2’
v=3
Etape 2 : Etape 3 :
S s p S s |c| b a | p
orig | — b orig | — | s| —c| —=b| b
€ o |1]|1l]e=1 € o |21 1 | e=1
Etape 4 : on dépile 1
S. > ¢ = pile vide (S = 0).
ol - o Le puits p n’est é = pas d
B o 1 e puits p n'est pas marqué = pas de

. chaine améliorante = flot maximal
on dépile T 71 25



Détermination du flot maximal Un exemple

Coupe minimale : (X, X) avec X = {s,c} et X = {a, b, p}.
X est formé des sommets marqués a la derniére étape (pile vide).

@——®

26
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5. Cas des capacités inférieures non nulles.

De facon plus générale, on peut considérer des capacités inférieures non
nulles avec les contraintes de bornes sur les flots :

dij < pij < ¢j

@ Quelles modifications apporter a I'algo. de Ford-Fulkerson ?

Presque rien! On est toujours a la recherche d'une chaine améliorante. Ce
qui change c'est le critére portant sur une aréte inverse, le critére sur une
aréte directe restant inchangé.

Condition chaine améliorante/amélioration :

aréte directe aréte inverse
[dij; cii] [dii; cii
O——® O————®
Pij Pji
IEU::C,'J'—SDU>O‘ ’61','::99];*(11','>0‘
(inchangé)

27



Détermination du flot maximal Cas des capacités inférieures non-nulles

Remarques.

@ Avec un parcours largeur BFS, |'algo. porte le nom d'Edmonds-Karp
(1972). Sa complexité est en O(|V||E|?). Généralement meilleur qu’un
parcours DFS.

@ Un autre algo. di a Dinic, découvert en paralléle, posséde une
complexité en O(|V|?|E|). Généralement plus performant
qu’Edmonds-Karp (du fait aussi qu'on peut utiliser une structure de
données particuliére et efficace, les arbres dynamiques).

o |l existe d'autres algo. encore plus efficaces, par ex. Goldberg-Tarjan

(1988) en O(|V[>\/|E]).

28
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