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|. Introduction et exemples

@ PL en nombres entiers déja rencontrés : pb d'affectation, pb de flot
maximal, pb de production en nb entiers

@ Le caractére entier de |a solution résulte directement de la structure
du programme et plus précisément des propriétés de la matrice A des
contraintes (Ax < b).

@ Pour certains problémes ot on cherche une solution optimale entiére
(par ex. quantité entiére de produit ...), il faut inclure la contrainte de
nombres entiers dans le programme, sans quoi la solution optimale
n'est pas entiére (pb de sac a dos, pb de remplissage)



Exemple 1. Probléme de sac a dos (knapsack)

Un randonneur emporte dans son sac a dos un poids limité a3 P. Chaque
objet i qu'il peut emporter pése un poids p; et posséde une utilité ¢; pour
la randonnée.

Quels objets le randonneur doit-il emporter pour maximiser Iutilité totale,
sans dépasser le poids total permis?



Modélisation du probléme de sac a dos
e n objets de poids p; et d'utilité ¢;

o Variables x; — { 1 sile randonneur prend I'objet /

0 sinon

Probléme de sac a dos

n
max [F(x) = E c,-x,-] < maximisation de
X .
i=1 ['utilité totale

n
Zp,-x,— <P < limitation du poids total
i=1

L x7€ {0, 1}




Exemple 2. Probléme de remplissage (généralisation)

On veut remplir la cale d'un bateau, d'un entrepét ... limité en poids (P) et
volume (V).

e n objets de poids p;, de volume v; et d'utilité c;.

e Variables x; = quantité de I'objet i avec x; € {0,--- , m}.



Exemple 2. Probléme de remplissage (généralisation)

On veut remplir la cale d'un bateau, d'un entrepét ... limité en poids (P) et
volume (V).

e n objets de poids p;, de volume v; et d'utilité c;.

e Variables x; = quantité de I'objet i avec x; € {0,--- , m}.

Probléeme de remplissage

n

max [F(X) = E CiXi] < maximisation de

X o
i=1 ['utilité totale

n
Zp,-x,- <P <« limitation du poids total
i=1

Z vix; <V < limitation du volume total
i=1

. x€{0,---,m}




Remarques.

@ Pb de sac a dos et remplissage = pbs typiques de programmation
linéaire en nombres entiers (PLNE).

@ Mais, il ne s'agit plus strictement de programmation linéaire car
I'ensemble des solutions réalisables n’est plus un polyédre mais un
ensemble discret de points.



II. Solutions optimales a valeurs entiéres

PL sous forme standard

AT
o=
(PL) Ax=Db

x>0

ol A matrice m x n a coefficients entiers. Les vecteurs c et b sont entiers.

En général, la solution optimale de (PL) n'est pas entiére.

On cherche une condition suffisante sur la matrice A pour que la solution
optimale soit entiére.



Définition

Une matrice A de taille m x n est dite totalement unimodulaire si toute
sous-matrice carrée de A a un déterminant qui vaut 0, +1 ou —1.

Une sous-matrice est une matrice obtenue a partir d'une matrice en ne
gardant que certaines lignes ou colonnes.

Remarque. Toute matrice totalement unimodulaire est nécessairement
composée de 0, +1 ou —1.



Définition

Une matrice A de taille m x n est dite totalement unimodulaire si toute
sous-matrice carrée de A a un déterminant qui vaut 0, +1 ou —1.

Une sous-matrice est une matrice obtenue a partir d'une matrice en ne
gardant que certaines lignes ou colonnes.

Remarque. Toute matrice totalement unimodulaire est nécessairement
composée de 0, +1 ou —1.

Théoréme

Soit A une matrice totalement unimodulaire et b et c des vecteurs
entiers. Si (PL) admet une solution optimale, il admet une solution
optimale entiére.

Remarque. Le résultat est encore vrai si (PL) est écrit sous forme
canonique pure avec des contraintes inégalités de la forme Ax < b ot A est
totalement unimodulaire.



Comment reconnaftre une matrice totalement unimodulaire ?

Proposition (Condition suffisante)

Soit A une matrice contenant seulement les éléments 0, +1 ou —1 et qui
satisfait les 2 conditions suivantes :

@ Chaque colonne contient au plus 2 éléments non-nuls.

@ Les lignes de A peuvent étre partitionnées en 2 sous-ensembles /1 et
tels que pour chaque colonne contenant 2 éléments non-nuls :
o si les 2 éléments non-nuls ont /e méme signe alors |'un est dans /; et
I'autre dans b.
o si les 2 éléments non-nuls sont de signes différents alors ils sont tous les
deux dans /; ou tous les deux dans 5.

Alors A est totalement unimodulaire.
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Applications :
x Probleme d'affectation : répartition de taches (cf. TD) : n taches a
réaliser sur m machines en minimisant le coit total.

Données : coiit ¢j; de la tache i effectuée sur la machine j.

Variables :

. 1 sila tache i est effectuée par la machine j,
71 0 sinon

Contraintes :
@ chaque tache est exécutée une et une seule fois.

e chaque machine ne peut pas exécuter plus de p taches (p < n).

11



Programme linéaire :

n m
minE E CijXij

i=1 j=1

m
Vi, > xij=1
j=1

n
i=1

| Vi,V), x; >0

Forme matricielle sans contrainte d’'intégrité sur les variables :

X = (Xlla"' » Xnl ‘ X125 5 Xn2 ’ ‘Xllh"' 7Xnm)T ERnxm

min F(x) = c¢'x

Ax=b
Bx<p
x>0

12



La matrice A est de taille n x nm :

1

1

1

La matrice B est de taille m x nm :

1 --- 1

0

13



. V. X b
Les contraintes s'écrivent A e = p avec

A 0
AZ(BL,)

1 1 1

A est totalement unimodulaire donc x est entier.

14



x Probléme de flot maximal dans un graphe

max [F = v]

Af+v=0
f<c
f>0

A est la matrice d'incidence du graphe, de taille n x m.

A est totalement unimodulaire = si ¢ est entier alors f est entier.

15



Remarque. Dans les pb de sac a dos/ remplissage, la solution optimale
n'est pas entiére en général.

= il faut rajouter la contrainte d’intégrité dans le probleme.

16



IIl. Procédures de Séparation et d'Evaluation

(Branch and Bound)

1) Programmation linéaire en variables binaires
a) Cas des coefficients positifs

Probléme de sac a dos

max [ Z c,x,]
Z aixi < d

x, E{O 1}

\
avec a; et ¢; positifs ou nuls.

— 2" cas a examiner a priori. On réduit ce nombre en procédant
r "Séparation et Evaluation" (Branch and Bound) : on n’examine
pas les valeurs de toutes les variables.
17



Principe des Branch-and-Bound (séparation et évaluation)

* Branch (séparation)

On examine successivement les valeurs possibles des variables (0 ou 1).
L'examen d'une variable sépare I'ensemble des solutions possibles en 2
sous-ensembles.

@ développement d'un arbre dont chaque sommet correspond & un
sous-ensemble de solutions réalisables.

@ se trouver en un sommet du graphe, c'est avoir donner les valeurs a p
variables (en ayant écarté les valeurs ne donnant pas de solution
réalisable) sans connaitre les valeurs des n — p autres variables non
encore examinées.

La racine de |'arborescence représente |'ensemble de toutes les solutions
réalisables.

18






x Bound (estimation)
@ Estimation principale.
Pour chaque sommet Sy, on évalue une valeur by qui est un majorant
de la meilleure solution correspondant a S (un minorant si on a un
"min") :
0 < by <maxF

20



x Bound (estimation)
@ Estimation principale.

Pour chaque sommet Sy, on évalue une valeur by qui est un majorant
de la meilleure solution correspondant a S (un minorant si on a un
"min") :

0 < by <maxF

e Si by < F oul F est la valeur de F pour une solution réalisable
particuliére (connue), alors le sommet Sy n'est pas exploré : Sy ne
peut pas contenir une meilleure solution que celle déja obtenue car
dans ce cas :

by < F < maxF
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x Bound (estimation)
@ Estimation principale.

Pour chaque sommet Sy, on évalue une valeur by qui est un majorant
de la meilleure solution correspondant a S (un minorant si on a un
"min") :

0 < by <maxF

e Si by < F oul F est la valeur de F pour une solution réalisable
particuliére (connue), alors le sommet Sy n'est pas exploré : Sy ne
peut pas contenir une meilleure solution que celle déja obtenue car
dans ce cas :

by < F < maxF

e Initialement, pour le sommet Sy, on choisit

n
by = E for
i—1

(correspond a prendre x; = xp = -+ = x, = 1 dans F)
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@ Estimation secondaire.

On ne construit pas les sommets S qui n'ont pas de solution
réalisable. Pour cela, on évalue une estimation secondaire e, associée
a la contrainte et & Sy. L'estimation e, est un majorant de la variable
d'écart pour le sous-ensemble Sy des solutions réalisables :

n
Oge:d—Za,-x,-gek
i=1

21



@ Estimation secondaire.

On ne construit pas les sommets S qui n'ont pas de solution
réalisable. Pour cela, on évalue une estimation secondaire e, associée
a la contrainte et & Sy. L'estimation e, est un majorant de la variable
d'écart pour le sous-ensemble Sy des solutions réalisables :

n
Oge:d—Za;x,-gek
i=1

e Si e, < 0 alors le sommet Sy n'est pas construit.
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@ Estimation secondaire.

On ne construit pas les sommets S qui n'ont pas de solution
réalisable. Pour cela, on évalue une estimation secondaire e, associée
a la contrainte et & Sy. L'estimation e, est un majorant de la variable
d'écart pour le sous-ensemble Sy des solutions réalisables :

n
Oge:d—Za,-x,-gek
i=1

e Si e, < 0 alors le sommet Sy n'est pas construit.

e Initialement, pour le sommet Sy, on choisit

(correspond a prendre x; = xo = - -+ = x, = 0 dans les contraintes)
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% Calcul des estimations by et e

Examen de la variable x; correspondant au sommet Sy.

Sk
XX--—- X=0oul
br | ek — : variable non encore identifiée
Sker /X=1 %=0 Sz
XXI1-- XX0—-—
biri|€kss brs2|Chs2

22



% Calcul des estimations by et e

Examen de la variable x; correspondant au sommet Sy.

Sk
XX—---
bk ‘ ek
Sper /5= %=
XXI]—--
bk+1‘ek+1

X=0

ou /

— : variable non encore identifiée

Sk+2

XX0--

b2 ‘ Ck+2

Mise a jour des estimations principale et secondaire

bii1
€k+1

= ek — a

by
€k+2

=bi—g¢
:ek

22



% Calcul des estimations by et e

Examen de la variable x; correspondant au sommet Sy.

Sk
XX--—- X=0oul
br | ek — : variable non encore identifiée
Sger /Y= %=0 Ske2
XXI1-- XX0—-—
biri|€kss brs2|Chs2

Mise a jour des estimations principale et secondaire

bis1 = by bii2 = bk — ¢;
€k+1 = €k — aj €k+2 = €k

Stratégie de parcours : on explore en priorité le sommet Si qui a la
meilleure estimation principale by.
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x Détermination de F : valeur de F pour une solution réalisable
particuliére.

Deux facons de construire une solution réalisable

23



x Détermination de F : valeur de F pour une solution réalisable
particuliére.

Deux facons de construire une solution réalisable

@ On renumérote les variables par leurs coefficients dans F décroissants :

C1L=>C 2> 2Cp

On regarde si on peut donner la valeur x; = 1 puis on examine xa,
etc ... — on obtient la valeur F;

23



x Détermination de F : valeur de F pour une solution réalisable
particuliére.

Deux facons de construire une solution réalisable

@ On renumérote les variables par leurs coefficients dans F décroissants
L =>C 2= 2Cp

On regarde si on peut donner la valeur x; = 1 puis on examine xa,
etc ... — on obtient la valeur F;

@ On renumérote les variables par les coefficients % décroissants :
a >2>...>568 '

ap — ax — — ap’
On regarde si on peut donner la valeur x; = 1 puis on examine xo,
etc ... — on obtient la valeur F»

23



x Détermination de F : valeur de F pour une solution réalisable
particuliére.

Deux facons de construire une solution réalisable

@ On renumérote les variables par leurs coefficients dans F décroissants
L =>C 2= 2Cp

On regarde si on peut donner la valeur x; = 1 puis on examine xa,
etc ... — on obtient la valeur Fy

© On renumérote les variables par les coefficients < décroissants :
a >2>...>568 '

ap — ax — — ap’
On regarde si on peut donner la valeur x; = 1 puis on examine xo,
etc ... — on obtient la valeur F»

On choisit

f = max(fl, fg)

23



Exemple
max [F(x) = 16x; + 18x2 + 15x3]
X

x1+4x0+3x3 <7
Xj € {0, ].}
e Estimations initiales : bg = ¢; + ¢ +¢c3 =49; g = 7.

e Détermination de F

L il 2 ]3]
¢ || 16 | 18 | 15
c,-/a,~ 16 4,5 5

% Calcul de F1 : on examine d'abord xo : xp = 1; puis x; = 1 et enfin
x3=0= F; =34

* Calcul de F5 : on examine d'abord x; : x; = 1; puis x3 = 1 et enfin
xp=0= Fy=31

On choisit F = max(Fq, F») = 34.

24



S3
11—
bs=49)] e5=2
x=1 x=0

S5 impossible

car e5< 0

On obtient maxF =34 avec x; =1, x3 =1, x3 = 0.

S

110

bs=34]es=2

Sy

10—

b4:31‘ es=6

0——

b,=33| e,=7

arret car b< F =34

arret car b < F =34

25



b) Cas général : cas ou les coefficients ne sont plus nécessairement positifs.

S'il existe des coefficients ¢; négatifs, on se raméne au cas des coeff.
positifs par un changement de variables :

Si ¢, < 0 alors on pose

vk =1—x, €40, 1} ‘

26



b) Cas général : cas ou les coefficients ne sont plus nécessairement positifs.

S'il existe des coefficients ¢; négatifs, on se raméne au cas des coeff.
positifs par un changement de variables :

Si ¢, < 0 alors on pose

‘ykzl—xke{o,l} ‘

On obtient alors

FOX) = axi+ Y cx

Itq ktq
>0 <0

26



b) Cas général : cas ou les coefficients ne sont plus nécessairement positifs

S'il existe des coefficients ¢; négatifs, on se raméne au cas des coeff.
positifs par un changement de variables :

Si ¢, < 0 alors on pose

‘ykzl—xke{o,l} ‘

On obtient alors

F(x) = Z cxi + Z CkXk = Z cxi + Z (—cK)y + Z Ck

Itq ktq Itq ktq ktq
>0 <0 c;>0 <0 <0

26



b) Cas général : cas ou les coefficients ne sont plus nécessairement positifs

S'il existe des coefficients ¢; négatifs, on se raméne au cas des coeff.
positifs par un changement de variables :

Si ¢, < 0 alors on pose

‘ykzl—xke{o,l} ‘

On obtient alors

F(x) = Z cxi + Z CkXk = Z cxi + Z (—cK)y + Z Ck

Itq ktq Itq ktq ktq
>0 <0 c;>0 <0 <0
De méme
n
5 ajxj = 5 x| + E AKXk
i=1 Itq ktq
>0 <0

26



b) Cas général : cas ou les coefficients ne sont plus nécessairement positifs

S'il existe des coefficients ¢; négatifs, on se raméne au cas des coeff.
positifs par un changement de variables :

Si ¢, < 0 alors on pose

‘ykzl—xke{o,l} ‘

On obtient alors

F(x) = Z cxi + Z CkXk = Z cxi + Z (—cK)y + Z Ck

Itq ktq Itq ktq ktq
>0 <0 c;>0 <0 <0
De méme
n
Za,-x,- = Z aix; + Z Xy = Z ajx; + Z (—ak)yk + Z EP
i=1 Itq ktq Itq ktq ktq
>0 <0 c;>0 <0 <0
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@ Si ¢ >0, alors on pose

c=¢>0, aj=a, x =x

@ Si ¢, <0, alors on pose

C/::*Ck> 07 a, = —dak, X;i:}/k

27



@ Si ¢ >0, alors on pose

cg=¢>0, aj=a,

@ Si ¢, <0, alors on pose

27



Le probléme du sac a dos est équivalent a

xl

zn:af-x,{ < d=d- Zak
i=1

k tq
cx<0

n
max |F'(x') = Z cix!
i=1

xl € {0, 1}
On a ¢/ > 0 mais a: de signe quelconque.

= On procéde donc comme pour le cas des coefficients positifs

sauf pour les estimations secondaires e, (variables d'écart).
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On note [, (resp. /) I'ensemble des indices i tels que a’ > 0 (resp.
a. <0).Ona

e Zax—d—Zax—Zax

IEI_ je’+

~

>0

=g

/ (A 1} !
= ege—d—Zaix,-

icl-

On prend comme estimations secondaires les majorants & de la variable
d’'écart €’ avec :

ob’zg c/
i=1
0 & =d— E a;

iel-

29



x Calcul des estimations bj, et &

Examen de la variable x/ correspondant au sommet Sj.

Sk
XX--- X=0oul
br | &F — : variable non encore identifiée
Sker /X=1 %=0 Sis2
XXI1-- XX0—-—
bI/<+1 ‘Ellc+] bl€+2‘€l€+2

Mise a jour des estimations principale et secondaire

/ — / / _ / /

k+1 = b ko = b — ¢
5 & —a, sia>0 5 &, sia, >0
k+1 &, si a; <0 k+2 & +a sia <o

30



Exemple

max [F(x) = 12x; — 8x2 + 4x3]
X

4x1 +2x0 — x3 <5

xi € {0, 1}

31



Exemple
max [F(x) = 12x; — 8x2 + 4x3]
X

4x1 +2x0 — x3 <5
xi € {0, 1}
On pose y» = x5, =1 — xo.

Probléme équivalent (x; = x1, x§ = x3) :

max [F'(x') = 12x] + 8x) + 4x3]
X/

4x; —2xp — x5 < 3

x! € {0, 1}
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Exemple
max [F(x) = 12x; — 8x2 + 4x3]
X

4x1 +2x0 — x3 <5
Xij € {Oa 1}

On pose y» = x5, =1 — xo.

Probléme équivalent (x; = x1, x5 = x3) :

max [F'(X') = 12x] + 8x5 + 4x3]
X/

4x; —2xp — x5 < 3

xj € {0, 1}

e Estimations initiales :
by=ci+ch+ct=12+8+4=24;
g=d —(ah+a5)=3+24+1=6 (a5 a5<0)

. . -/ .. , .
e Détermination de F' par coefficients ¢! décroissants :
. y . . —/
on examine d'abord x{ : x{ =1; puis x; =l etenfinx; =1 = F =24
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Ss

111

b=24] ;=2

S3

11—

b=24/¥=2

x;=1

x;=0

]—-

by=24| §/=2

X2: 1

S

X2: 0

110

bg=20[E;=1

by=24| ;=6
x=1 x=0
Sy
10—

bi=16|€7=0

arret car €7=0

On obtient max F’ = 24 avec x{* =1, x5* =1, x§* = 1.

0——

bo=12]5=6

arret car b’< F=24

Retour au pb initial : x{ =1, x3 =0, x3 = 1 et max F = 16.



c) Probléme de sac a dos généralisé (pb de remplissage)

max F E G Xj

Za,-jxjgd,- Vi:1,~~-,m
Jj=1
x;€{0,1} Vj=1,---,n

Méme facon de procéder que dans le cas d'une seule contrainte.

A chaque étape k, il y a maintenant m évaluations secondaires
€1, " €k m correspondant a chacune des contraintes.



2) PL en nombres entiers a valeurs bornées.

On suppose que les variables sont a valeurs entiéres bornées et qu’on
connait les bornes. Par exemple, les variables x; du probléme de sac a dos
sont telles que

x;€4{0,1,---,mj}
On utilise les PSE en considérant des séparations possibles en (m; + 1)

sous-ensembles pour |'examen de la variable x;.

Remarque. On a intérét a séparer en dernier les variables avec une valeur
mj grande.
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IV. Introduction aux méthodes de coupes

Programmation linéaire en nombres entiers (cas général)

max [F(x) = ch}

X

(PLNE){ Ax<b
x>0

X entier

Principe général des méthodes de coupes.

Il s'agit de méthodes itératives. A chaque itération :

@ on résout un (PL) sans contrainte d'intégrité sur les variables
(simplexe). On obtient une solution optimale qui n'est pas
nécessairement entiére (sinon, c'est gagné ...).

@ on rajoute une contrainte supplémentaire qui va éliminer la solution
non-entiére obtenue précédemment, mais sans éliminer de solution
entiére au probléme de départ (PLNE). Cette contrainte
supplémentaire s'appelle une coupe.

© on recommence jusqu'a obtenir une solution entiére.
35



Différentes coupes possibles.

1) Coupes entiéres

@ On commence par résoudre le probléme sans la contrainte d'intégrité
sur les variables : relaxation linéaire de (PLNE).
On note ce probléme (7).

On obtient (ou pas...) une solution optimale x* qui n'est pas
nécessairement entiére.

36



@ Supposons qu'il existe une composante x; non-entiére.
Pour obliger la variable x, a &tre entiére, on sépare |'ensemble des
solutions en 2 sous-ensembles disjoints :

{xe < D)t et = Dol +1)

|| : partie entiére

37



@ Supposons qu'il existe une composante x; non-entiére.
Pour obliger la variable x, a &tre entiére, on sépare |'ensemble des
solutions en 2 sous-ensembles disjoints :

{xe < D)t et = Dol +1)

|| : partie entiére
© On résout alors 2 problémes (P;1) et (P2) avec les contraintes
supplémentaires issues de la séparation :

(P1) Ax <b
Xk < |xg]
x>0

max [F(x) = ch}

et méme chose pour (P2) avec la contrainte x, > x| + 1 a la place.
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On itére jusqu'a obtenir des variables entiéres.

(P)

xks[X/ \k>xk

(?l+1) l+2

/\/\

38



Exemple

max F'(x) = 1321 + 8x2

I = 25 To = 3.75

x1 + 229 < 10 e (Po)

5$1 + 2I2 S 20

€1, T2 2 0

T1, o entiers >3 2 <2

1‘123,1}2:2.5 ZE1:2,1‘2:4
(P1) F=5 F =58
solution réalisagle entiere

29 >3 2y <2 mise a jour F = 58

pas de solution
(P?’) réalisable

T =3.2, r9 =2
F =576

arrét F' < I

(P2)
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2) Coupes de Gomory

Comme pour les coupes entiéres, on commence par résoudre (PLNE)
relaxé. On obtient une solution de base optimale x* non entiére. En tenant
compte des parties fractionnaires de x*, on rajoute des contraintes dans
(PLNE) pour forcer la solution de (PLNE) a devenir entiére

Remarque : On combine I'ajout des contraintes (les coupes) et la
séparation/évaluation (Branch-and-bound) des solutions. Ces méthodes
sont de type Branch-and-cut.

La plupart des solveurs modernes utilisent des méthodes Branch-and-cut.
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Quelques solveurs PLNE
@ GUROBI, code commercial avec licence éducation gratuite.

e CPLEX (IBM ILOG), code commercial avec licence éducation gratuite.

e CBC (Coin-or Branch and Cut)/ COIN-OR (COmputational
INfrastructure for Operations Research), logiciel OpenSource.

e GLPK (GNU Linear Programming Kit)
e KNITRO (non-linéaire), code commercial.

@ Xpress Optimizer, code commercial, version 'bridée’ gratuite.

Services en ligne

e AMPL (Automatic Mathematical Programming Language) ; version
'bridée’ gratuite (nb variables < 300)

o NEOS Solvers
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