
Master 2 IMOI - Méthodes avancées de résolution numérique des EDP 2017-18
Volumes Finis

Exercices II

Equations d’évolution

Exercice 1. Convergence du schéma VF upwind explicite pour l’équation de transport.

Soit T > 0. On considère l’équation de transport :

ut(x, t) + cux(x, t) = f, x ∈ R, t ∈]0, T [, (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (2)

où u0 ∈ C2(R), f ∈ C1(R×R+) et c > 0. On se donne un pas de temps ∆t = T/N avec N ∈ N∗,
des points de discrétisation en temps tn = n∆t ainsi que des points de discrétisation en espace
(xi)i∈Z et (xi+ 1

2
)
i∈Z

tels que

· · · < xi− 1
2
< xi < xi+ 1

2
< xi+1 < · · ·

On désigne par Ki la cellule Ki =]xi− 1
2
, xi+ 1

2
[, de centre xi et on pose hi = |Ki| = xi+ 1

2
− xi− 1

2
,

hi+ 1
2

= xi+1 − xi. On suppose de plus qu’il existe α > 0, β > 0 et h > 0 tels que

αh ≤ hi ≤ βh, (3)

pour tout i ∈ Z. On s’intéresse aux approximations uni '
1

hi

∫
Ki
u(x, tn) dx. Le schéma VF

upwind explicite s’écrit :

un+1
i − uni

∆t
+ c

uni − uni−1
hi

= fni (4)

u0i =
1

hi

∫
Ki

u0(x) dx (5)

pour i ∈ Z et 0 ≤ n ≤ N − 1, avec fni =
1

hi

∫
Ki
f(x, tn) dx

1. Retrouver la formulation ”Volumes Finis” donnée par (4),(5).

2. (Stabilité) On choisit f ≡ 0. Sous la condition de stabilité c∆t ≤ αh, montrer que
inf(u0) ≤ uni ≤ sup(u0), pour tout i ∈ Z et 0 ≤ n ≤ N .

3. (Convergence) On suppose que c∆t ≤ αh.

(a) Soit eni = u(xi+ 1
2
, tn)− uni . Montrer que les (eni ) vérifient

en+1
i =

(
1− c∆t

hi

)
eni + c

∆t

hi
eni−1 + ∆tR, (6)

pour i ∈ Z et 0 ≤ n ≤ N − 1 et R est tel que

|R| ≤ C
(
‖∂2ttu‖L∞(R×(0,T )) + ‖∂2xtu‖L∞(R×(0,T ))

)
(h+ ∆t)

avec C > 0 indépendante de h et ∆t.
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(b) Montrer que
sup
i∈Z
|en+1

i | ≤ sup
i∈Z
|eni |+ C∆t (h+ ∆t) , (7)

où C > 0 est indépendante de h et ∆t. En déduire que

sup
i∈Z
|u(xi+ 1

2
, tn)− uni | ≤ C1(h+ ∆t),

pour tout 0 ≤ n ≤ N avec C1 > 0 une constante indépendant de h et ∆t.

(c) En déduire que :
sup
i∈Z
|u(xi, t

n)− uni | ≤ C2(h+ ∆t),

pour tout 0 ≤ n ≤ N avec C2 > 0 indépendant de h et ∆t.

Exercice 2. Condition de stabilité du schéma VF explicite pour l’équation de la chaleur 2D

Soit Ω ⊂ R2 un domaine polygonal. Pour T > 0 et u0 donnés, on considère l’équation de la
chaleur suivante

∂u

∂t
− ν∆u = 0 dans Ω×]0, T [ (1)

u = 0 sur ∂Ω×]0, T [ (2)

u(·, 0) = u0 dans Ω. (3)

Le schéma ”Volumes Finis” explicite s’écrit

uk+1 =
(
IN − ν∆tA

)
uk, (4)

où IN est la matrice identité d’ordre N et les inconnues sont regroupées dans le vecteur
uk = (ukK1

, · · · , ukKN
)>. La matrice A est de taille N ×N et elle est donnée par

K L1 L2

A =



· · · 1

|K|
∑

eK,L∈EK

|eK,L|
dK,L

· · · −
|eK,L1 |
|K|dK,L1

· · · −
|eK,L2 |
|K|dK,L2

· · ·

...
...

...

· · · −
|eL1,K |
|L1|dL1,K

· · · 1

|L1|
∑

eL1,L
∈EL1

|eL1,L|
dL1,L

· · · −
|eL1,L2 |
|L1|dL1,L2

· · ·

...
...

...

· · · −
|eL2,K |
|L2|dL2,K

· · · −
|eL2,L1 |
|L2|dL2,L1

· · · ν

|L2|
∑

eL2,L
∈EL2

|eL2,L|
dL2,L

· · ·



K

L1

L2

On a noté EK l’ensemble des arêtes de la cellule K et eK,L = (K|L) 6⊂ ∂Ω est l’arête commune
aux cellules K et L et dK,L = |xK −xL|. Les cellules L1, L2, · · · sont les cellules ayant une arête
commune avec la cellule K.

1. Le schéma explicite (4) est stable si ‖uk‖∞ ≤ C pour tout k ≥ 0 où C > 0 est une
constante indépendante de k et N . Donner une condition sur la matrice M = IN − ν∆tA
pour que le schéma (4) soit stable.

2. En déduire la condition de stabilité du schéma explicite (4) :

λ = ν∆t max
1≤i≤N

 1

|Ki|
∑

e∈EKi
e=(Ki|L)

|e|
|xKi − xL|

 ≤ 1. (5)
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