Master 2 IMOI - Méthodes avancées de résolution numérique des EDP 2017-18
Volumes Finis

Exercices 11
Equations d’évolution

Exercice 1. Convergence du schéma VF upwind explicite pour I'équation de transport.

Soit T' > 0. On considere 1’équation de transport :

up(z,t) + cug(z,t) = f, xeRt€0,T], (1)
u(z,0) = wuo(z), z€eR, (2)

ot ug € C%(R), f € CY (R xR') et ¢ > 0. On se donne un pas de temps At = T/N avec N € N*,
des points de discrétisation en temps t" = nAt ainsi que des points de discrétisation en espace

(i) ez et (x“'%)z‘ez tels que

-'-<332-_%<$i<$i+%<$i+1<'-'

On désigne par K; la cellule K; :]xifl,xwr;[, de centre z; et on pose h; = |K;| = Tl — w1,
2 2 2 2
hi+% = 2;+1 — x;. On suppose de plus qu’il existe &« > 0, 5 > 0 et h > 0 tels que

1
pour tout 7 € Z. On s’intéresse aux approximations u; o~ EIKZ u(x,t™)dz. Le schéma VF
upwind explicite s’écrit :

A = (4)

@ = /K (@) da (5)

1
pouri € Zet 0 <n <N —1, avec fi”:h—fK_f(x,t”)dx
'i 1

1. Retrouver la formulation ” Volumes Finis” donnée par (4),(5).

2. (Stabilité) On choisit f = 0. Sous la condition de stabilité cAt < ah, montrer que
inf(up) < ' <sup(ug), pour tout i € Z et 0 <n < N.

3. (Convergence) On suppose que cAt < ah.

(a) Soit €} = u(w; 1,t") — ui. Montrer que les (ef') vérifient
2
At At
€?+1 = (1 — Ch> 6? + cFe?_l + AtR, (6)
(2 (2

pouri € Zet 0 <n <N —1et R est tel que

R <C (||6t2tuHL°°(R><(O,T)) + HagtuHLoo(]Rx(O,T))) (h+ At)

avec C' > 0 indépendante de h et At.



(b) Montrer que
sup |el T < sup |e!| + CAt (h + At),
i€Z i€Z

ou C > 0 est indépendante de h et At. En déduire que

L") — | < Oy (h+ Ab),

sup ‘U(Ii+§,

1€EZ
pour tout 0 < n < N avec C7 > 0 une constante indépendant de h et At.
(c¢) En déduire que :
sup [u(wi, ") — uf'| < Ca(h + At),
1€EZ
pour tout 0 < n < N avec Cy > 0 indépendant de h et At.

Exercice 2. Condition de stabilité du schéma VF explicite pour 1’équation de la chaleur 2D

Soit © C R? un domaine polygonal. Pour 7" > 0 et ug donnés, on considere I’équation de la
chaleur suivante

ou

i vAu = 0 dans Qx]0,T] (1)
u = 0 sur 02x]0, T (2)
u(-,0) = wp dans Q. (3)

Le schéma ” Volumes Finis” explicite s’écrit
uttl = (In — vAtA) u”, (4)

ou Iy est la matrice identité d’ordre N et les inconnues sont regroupées dans le vecteur

ub = (u]}ﬁ, e ,u]}{N)T. La matrice A est de taille N x N et elle est donnée par
K Ly Lo
1 T lex.L] lex,r ey
K], e KL |Kldx. L, |K|dK,L,
lery k]| 1 T leL,,L lery,ps|
A= | Laldr, [ Lal dr,.L [ Laldzy, L,
L1,LEEL,
ey k] lery,zy] SRS |€L,L]
| La|dL,, | La|dp,,L, | La| dr,,L
Lo, LEEL,

On a noté £k 'ensemble des arétes de la cellule K et ex,;, = (K|L) ¢ 0 est 'aréte commune
aux cellules K et L et di,1, = |xx —xp|. Les cellules Ly, Lo, --- sont les cellules ayant une aréte
commune avec la cellule K.

1. Le schéma explicite (4) est stable si [|[uf|| . < C pour tout k > 0 ot C > 0 est une
constante indépendante de k et N. Donner une condition sur la matrice M = Iy —vAtA
pour que le schéma (4) soit stable.

2. En déduire la condition de stabilité du schéma explicite (4) :

1 le]
A =vAt max | — — | <1. 5
1<i<N | | Kj] eezgi |xK, — XL (5)
e=(K;|L)

Ly

Lo



