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Modules MN

@ 2 modules de 7 CM (1h) + 7 TD (2h) + 1 examen (2h) chacun.
e MNT1 (obligatoire)

o
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Arithmétique flottante : représentation des nombres et calculs
sur ordinateur.

Simuler le hasard

Factorisations de matrice (LU, Cholesky, QR, SVD).

Normes vectorielles et matricielles ; conditionnement de
systemes (linéaires).

Classification non-supervisée : k-means.

e MNZ2 (option)

©0 ©00

Approximation par interpolation.

Approximation par moindres carrés ; rappels et compléments de
calcul différentiel.

Optimisation non-linéaire (cas sans contrainte et avec contraintes).
Introduction aux réseaux de neurones (perceptron multi-couches,
rétropropagation du gradient)



Chapitre 1 : Arithmétique flottante

@ Introduction

© Ensembles de nombres flottants

e Approximation d’'un nombre réel par un nombre flottant
e Regles des 4 opérations arithmétiques usuelles en machine
© Flottants utilisés sur ordinateurs

@ Propagation et analyse d'erreurs.



1. Introduction

La représentation en virgule flottante (appelée aussi notation
scientifique et floating point representation en anglais) est naturelle
pour écrire un nombre grand ou petit en valeur absolue. Exemples :

A =6,02252 - 10%* (le nombre d'Avogadro)
h = 6,625 - 10~3* [joule seconde] (la constante de Planck)

Elle comporte deux parties :
@ la mantisse (ici 6,02252 et 6,625);

@ la partie exposant (23 et —34), le 10 est ici obligatoire car c’est
la base choisie pour écrire la mantisse et |'exposant.

& i isée si? : 1C2CrC3 ... aV
La représentation est normalisée si? : ¢y, c1CrCrC3 avec ¢ # 0

a. Autre convention 0, cjcpcocs ... avec ¢ # 0




Remarques :

@ Tout nombre réel (sauf zéro) peut s'écrire avec cette notation en
virgule flottante normalisée avec en général un nombre de
chiffres infini pour la mantisse; on peut aussi remarquer que
certains nombres peuvent s'écrire de deux facons, par exemple
0,999.--=1.

@ Un changement de base peut introduire quelques bizarreries dans
I'écriture d'un nombre alors que celle-ci est anodine dans la base
initiale, par exemple (cf TD) :

(0,2)10 = (0,0011 0011 0011 ... ),.

© La mantisse d’'un nombre rationnel écrit en virgule flottante est
soit finie, soit infinie mais dans ce cas avec un pattern
périodique de chiffres, cf exemple précédent ou encore :

1 1
5 = (0.33333..)10, - = (0, 142857 142857 142857...)10



Quelques exemples de I'importance de I’AF.

o L’explosion d’Ariane 5 en 1996.

Bug logiciel dii a une erreur d'arithmétique flottante de
dépassement de capacité (overflow) lors d'une conversion de
type.
» Le logiciel de navigation d'Ariane 5 réutilisait du code d'Ariane
4, sans aucun changement.

» Une variable contenant la vitesse horizontale de la fusée était
stockée sous forme de nombre flottant 64 bits (Ariane 5) et sur
16 bits dans le logiciel d'Ariane 4.

» Conversion de la valeur de 64 bits a 16 bits.

» Or, Ariane 5 était plus rapide qu'Ariane 4. La vitesse horizontale
était supérieur a 32767 le plus grand entier signé représentable
avec 16 bits (15 bits avec le signe). La conversion a échoué...



e De I'importance de la précision.
Echec du missile patriot en 1991.

Temps mesuré par une horloge interne en dixieme de secondes :
doit étre multiplié par 1/10 pour avoir le temps en secondes. Or

(1/10),, = (0.0001100110011001100110011001100....),
Avec une mantisse de 24 bits, on obtient le nhombre flottant :
(0.00011001100110011001100),
avec une erreur de
(0.0000000000000000000000011001100...), =~ 9.5 - 10~ %s.

Au bout de 100 heures de fonctionnement, on obtient
9.5-1072% x 100 x 60 x 60 x 10 = 0.342s.

Or, un missile se déplace a la vitesse de 1676m/s, donc pendant
0.342s il parcourt 573m...



2. Ensembles de nombres flottants

Dans un ordinateur, on est obligé de restreindre le nombre de chiffres
pour les mantisses et de limiter I'étendue des exposants. On obtient
alors des ensembles de nombres flottants.

Ensemble des nombres flottants

On définit I'ensemble des nombres flottants F(/3, p, €min, €max) 3
partir de 4 entiers :

@ [ I'entier définissant la base, 8 > 2 (radix en anglais);
@ p le nombre de chiffres de la mantisse (significand en anglais);
@ epin I'exposant minimum et e, I'exposant maximum;

correspondant a tous les nombres réels x s'écrivant :

p—1 _ s = =£1 le signe
X:S(Zc,-ﬁ’> B¢, ot 0< ¢ <p—1Vi

i=0 €min S € S €max




La représentation est normalisée si ¢y # 0. Sinon (avec ¢y = 0), on
dira qu'on a une représentation dénormalisée et que les nombres
correspondant sont dénormalisés (subnormal numbers).

Remarques.

© La partie mantisse pourra s'écrire (co, Cl... Cp_l)ﬁ > numeration
de position.

@ Pour représenter 0, on utilise une écriture spéciale en ne mettant
que des 0 dans la mantisse (ce qui est logique) et un exposant
de epin —1:
0=(0,0...0)5 gemn1




Exercice. L'ensemble de flottants “jouets” F(2,3,—1,2).

@ Trouver tous les nombres normalisés positifs (plus zéro) de
F(2,3,-1,2)

@ Les dessiner comme les traits d'une regle graduée.
© Rajouter les 3 nombres dénormalisés positifs non redondants.
Exemple d’un nombre dénormalisé redondant :

(0,10), x 2! est une écriture dénormalisée de 1; avec notre
convention, I'écriture normalisée de 1 est (1,00), x 2°.

10



Solution :

0
1,00 - 27t = (0,5)10
1,01-271 = (0,625)1o
1,10-27 = (0,750)10
1,11 27l = (0.875)10
1,00-20 = 1
1,01-2° = (1,25)
1,11-22 = (Do
nombres dénormalisés
/ éventuellement utilisés
L]
[ [TTT T I I I I I
0 0,5 1 2 3 4 5 6

Nombres dénormalisés non redondants : (0,11), x 271 = (0,375)y0
(0,10)2 x 27+ = (0,25)10
(0,01) x2 1= (0 125)10

11



Remarques.

@ Dans les intervalles [3¢, 5] et [, —3¢] I'incrément entre
deux nombres flottants est constant et égal a 31=P+e.

En effet, pour obtenir le nombre suivant ou précédent, on
ajoute/retranche

(0,001)5 x 3¢ = 617” X 3¢ = Blprre

@ Pendant assez longtemps, on a utilisé uniquement les nombres
normalisés de ces ensembles (plus le zéro). Cependant, comme la
figure précédente le montre, il en résulte un “vide" entre le plus
petit nombre normalisé et le zéro. L'utilisation des nombres
dénormalisés non redondants permet d'aller vers zéro plus
graduellement.

12



Notations.
© Nombres flottants remarquables.
» M le plus grand nombre positif de F(3, p, €min, €max) :

p—1
i=0

» m le plus petit nombre normalisé positif :

m = (1,00...0) 5 émin = Femn

» u le plus petit nombre dénormalisé (> 0) :
= (0,00...1) Bémin = l=Ptemin

© Opérations machines. On notera @, ©, ®, @ les opérations
d’'addition, de soustraction, de multiplication et de division,
effectuées par I'ordinateur.

13



© Nombres flottants spéciaux. Dans les systemes flottants actuels,
on rajoute des nombres spéciaux

~+inf, —inf et NaN

(inf pour infini, NaN pour Not a Number) qui ont une
représentation spéciale utilisant en particulier un exposant de

€max + 1.

Remarque. Du fait du bit de signe, le zéro a deux représentations *
qui conduisent a des résultats différents sur quelques calculs (par
exemple 1 © +0 donnera +inf alors que 1 @ —0 donnera —inf).

1. que I'on notera +0 et —0 : si mathématiquement c'est le méme nombre,
informatiquement non!

14



Arithmétique des nombres spéciaux.

inf @ inf =
inf @0 =
00 =

+inf @ x
inf ® x
inf @ x
x©0
X @ inf

NaN
NaN

NaN et/ou exception "division par zéro"

= +inf
= inf
= inf
= inf

=0

si x £ —inf,x # NalN

si x # 0,x # NaN

si x # inf,x # 0,x # NaN
si x # 0,x # NaN

si x # inf, x # NaN

15



3. Approximation d'un réel par un nombre flottant
A partir de maintenant on suppose que la base [ est paire.

Etant donné x € R, en général x ¢ F(/3, p, €min, €max) €t ON associe a
x une approximation fl(x) € F(3, p, emin, €max) avec le critére
suivant :

Approximation flottante : arrondi au plus proche

fl(x) est le flottant le plus proche de x; si x est a égale distance de
deux flottants, on choisit celui dont le dernier chiffre de la mantisse
est pair?.

a. en base 2, le dernier chiffre a 0.

Remarque. La base 3 étant paire, parmi deux nombres flottants
consécutifs, il y en a toujours un dont le dernier chiffre de la mantisse
est pair et I'autre dont le dernier chiffre de la mantisse est impair.
Dans ce cas, I'arrondi au plus proche est déterminé de facon unique.
16



Attention cependant, la regle d'approximation ne fonctionne pas
pour les nombres de magnitude supérieure a M : en toute rigueur il
faut considérer d'abord 7/(x) comme étant la méme opération mais a
valeur dans

(5, p, €min, +00).

Dans ces conditions,

o Si |fl(x)] > M alors fl(x) est le nombre flottant spécial
sign(x)inf : on dit qu'il y a “overflow” (débordement vers I'infini
ou dépassement de capacité)

e Sinon fl(x) = fi(x).

17



Seuil d’overflow. Avec cette regle d'approximation, M ne
correspond pas exactement au seuil d'overflow. Dans I'ensemble
F(83, p, €min, +00) le nombre flottant juste aprés M est 3°m=*t1 dont
le dernier chiffre de la mantisse est pair.

Ainsi le seuil d’overflow réel est exactement :

- M emax+1
W= —i_g

De plus, du fait de la regle d'arrondi, on a fI(M) = 3em+1 (et non
pas M) et donc )
fI() = +inf.

18



o 5
M * <{>Qrww +4

Seuil d'overflow
Soit x nombre réel.

o Si |x| < M, alors x doit &tre codé par un flottant fl(x) “usuel”

(cad qui n'est pas un nombre flottant spécial comme +inf ou
Nan).

e si |x| > M alors fl(x) = +inf




Exemple. On considére I'ensemble F(10,3,—1,+2) pour lequel on
aM=(9,99)0-10% = 999 et M = 999, 5.
Calculs de fI(x) :

e Soit x = 999,4548 > M. On a fl(x) = M et donc
fl(x) = fl(x) = M et non pas +inf (on a bien x < M).

@ Soit x =999,78 > M. On a f[( x) = 1000 > M et donc
fl(x) = +inf (on a bien x > M).
@ Soit x = 999,5 = M. On a donc fl(x) = +inf.

Exercice.
On se place dans I'ensemble de flottants F = F(10,4, —2,2).

@ Calculer les nombres caractéristiques M, m, 1 de cet ensemble
ainsi que le seuil d'overflow M.

© Donner la valeur des quantités suivantes :
fl(1,2346), fl(1,2345), f/(999,95), f/(999,94999999).

20



Remarque. Pour calculer le seuil d'overflow M sur une machine, on
peut utiliser les entiers longs. En python, un entier int (par défaut)
est représenté par un entier long. Un entier long est uniquement
limité par la mémoire de I'ordinateur?, contrairement aux nombres
flottants float.

On a le petit script python suivant.

beta = 2
p = 53
emax = 1023

M = betax*(emax+l) - beta**(emax+l-p) # M est un entier long
Mtilde = (M+temp)//2 # Mtilde est aussi un entier long

Attention : ne pas utiliser la formule M = (1 — 37P)3e™3+1 car alors M
est un float et on obtient un overflow. De méme, utiliser |'opérateur //
de division euclidienne car avec / on aurait aussi un float...

2. Python utilise une base 23° pour représenter un entier par mots. Par ex.,
pour x = 10%°, on a x = 976371285 + 453776706 * 230 + 86 x 2% : il y a 3 mots

utilisés m[0] = 976371285, m[1] = 453776706, m[2] = 86
21



On obtient :

M = 17976931348623157081452742373170435679807056752584499
659891747680315726078002853876058955863276687817154045895

351438246423432132688946418276846754670353751698604991057

©55128207624549009038932894407586850845513394230458323690

322294816580855933212334827479782620414472316873817718091

9299881250404026184124858368

Mtilde = 179769313486231580793728971405303415079934132710
037826936173778980444968292764750946649017977587207096330

286416692887910946555547851940402630657488671505820681908

902000708383676273854845817711531764475730270069855571366

959622842914819860834936475292719074168444365510704342711

559699508093042880177904174497792

22



Erreur relative de I'approximation flottante :
I’espilon machine.

Epsilon machine. |

On montre que si |x| € [m, M| alors I'erreur relative est bornée par
un nombre u appelé epsilon machine :

_ 1-p
=] o 22

x| B

Preuve : Soit x € R tel que |x| € [m, M[. Il existe e € [emin, Emax] tel
que |x| € [B%, 35T[. Nous avons vu que I'incrément entre deux
flottants dans la plage [, 3] est égal a B*~P*e, ainsi I'erreur
absolue est bornée par la moitié de cette quantité (approximation par
le flottant le plus proche) :

1
ea=|x — fl(x)| < 551_”+e

23



On peut alors borner |'erreur relative en divisant par le plus petit
nombre de la plage, d'ou :

erZ|X_f/(X)| E_*Blp:u

x| e
O

Lien avec ulp (Unit in last place), le poids du plus petit chiffre de la
mantisse d'un flottant : ulp := 317P™¢ = 2u 3¢

Une facon plus pratique de noter cette erreur relative est d'écrire que
(cf TD) :

Approximation flottante et erreur machine

1
fl(x) = x(1+¢€), avec |¢|] <u:= 551_”

24



Underflow (débordement vers 0).

Lorsque |x| € [0, m[ avec fI(x) # x, on dit qu'il y a “underflow”. |

@ Sans nombres dénormalisés, en cas d'underflow |'arrondi sera
soit 0, soit ==m, selon la régle du flottant le plus proche (avec un
seuil valant+m/2).

@ Avec les nombres dénormalisés, |'arrondi sera soit 0, soit le
nombre flottant dénormalisé adéquat (on parle alors d'underflow
graduel). En particulier, avec |'utilisation des nombres
dénormalisés, on a

0 si|x| <p/2,
poosiop/2 < x| < p

fl(x) = {

25



Exercice.
On considére a nouveau I'ensemble de flottants & = F(10,4, —2,2).

Donner les valeurs de /(10,2444 - 1071), fI(1,1558 - 10~3),
f(5,8912 - 10-°), (0, 4847 - 10~5)

26



4. Regles des 4 opérations arithmétiques usuelles

Les 4 opérations usuelles sur les flottants doivent respecter le critére
suivant (norme IEEE754, cf. plus loin) : tout se passe comme si le
calcul était exact puis arrondi au flottant le plus proche.

Propriété d'arrondi correct
Soit - I'une des 4 opérations élémentaires (4,—,x,/) et ® I'opération
machine correspondante. Si x et y sont deux nombres flottants alors :
x©y=fl(x-y)
Par conséquent, en |'absence d'overflow et d'underflow on a :
xOy=(x-y)(1+e€), avec |¢| <u

Remarque : la norme sur les flottants impose aussi cette méme regle
pour certaines fonctions comme par exemple la racine carrée : si x est
un flottant et sqrt la racine carrée en machine, on doit obtenir :

sqrt(x) = fl(y/x) d'ou : sqrt(x) = /x(1 +¢€) avec |¢| < u

27



Le théoreme de Sterbenz

On peut montrer que la soustraction entre deux flottants x et y de
méme signe est exacte s'ils sont de magnitude voisine.

Théoréme de Sterbenz

Soit (5, p, €min, €max) un ensemble de flottants et x € IF, y € F de
méme signe tels que x/2 < y < 2x (s'ils sont positifs) ou tels que
2x <y < x/2 (s'ils sont négatifs) alors? :

XOy=X—y

a. En toute rigueur cette relation est vraie si les nombres dénormalisés non
redondants sont utilisés sinon il faut rajouter I'hypothese qu'il n'y a pas
d’'underflow.

28



Preuve. En utilisant le fait que certaines propriétés restent vraies en
arithmétique flottante :

@ |'addition @ est toujours commutative (x Dy = y @ x)
@ le moins “unaire” exact : ©x = —x,
° S(oy)=8ay=y,

on peut se restreindre (exercice) au cas ou les deux flottants x et y
sont positifs et tels que x/2 <y < x.

Soient x et y des flottants qui s'écrivent x = (X, X1 . . . Xp_1)/¢ et
y =01 Yp-1)p0¢ avec € < e (puisque y < x).

@ Si les exposants e et € sont égaux, il est clairque x©y =x—y

puisque le resultat de la soustraction exacte tient sur p chiffres
(ou moins).

@ Si x n'est pas un flottant normalisé alors e = €' = e,,;, et de
méme on se trouve dans le cas ou les exposants sont égaux.
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@ Si x est un flottant normalisé alors nécessairement e’ = e ou
e =e—1.Eneffetsi e < e—1 alors:

y<ﬂ“=ﬁ§ﬁ2 car 3> 2

B

or on a x > [3° ce qui contredit y > x/2. Le seul cas a examiner
est donc lorsque € = e — 1 (ce qui implique y < 3°).

@ On suppose donc que ¢ = e — 1. On a, dans ce cas
X = (XO>X1"'Xp710),3ﬁe et y = (anO"'_ypfl)Bﬁi
N—— N———’
p+1 chiffres p+1 chiffres

de sorte que
x —y = (do,dr---dp)sB°
~—————

p+1 chiffres

30



Montrons que la mantisse de x — y tient sur p chiffres et donc
quexoy="fllx—y)=x-—y.

Par I'absurde : on suppose que le résultat de x — y tient sur
p + 1 chiffresi.e. dy # 0 et d, # 0. On a alors

x—y>(1,0...01)38° =pc+p°°"
—_————
p+1 chiffres
Comme x/2 < y, il vient :
X2y+P+3P = x25+0+P5F = 52 [°+5°
soit finalement y > 3¢ + 3°P contradiction avec y < ¢ [.
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Remarque importante pour la soustraction ©.

Phénomene de cancellation

Si la soustraction machine © de 2 flottants voisins est exacte
(théoreme de Sterbenz), elle est cependant a I'origine de certains
problémes de perte de précision.

@& En effet dans I'opération x & y, les nombres flottants x et y (de
méme signe) résultent le plus souvent de calculs comportant des
erreurs et la soustraction amplifiera ces erreurs (cancellation).

Dans le paragraphe "Analyse d'erreurs", on illustrera plus précisément
le comportement de la soustraction © et |'analyse de ce phénomeéne
de cancellation sera faite en TD.
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5. Flottants utilisés sur ordinateurs

La plupart des ordinateurs utilisent la base 22. La base 2 (avec la
convention du bit de poids fort implicite®) donne une précision
moyenne meilleure que les autres bases.

Les deux ensembles de flottants les plus utilisés sur ordinateurs sont :

Q (2,24, —126,127) appelés flottants “simple précision” dont le
codage tient sur 4 octets = 4 x 8 = 32 bits, avec :
» mantisse : 24 bits dont un bit de signe.
» exposant : 8 bits (dont un bit de signe);
emax =20+ +20 =27 —1=127.
A priori emin = —127 mais le zéro est codé avec des 0 dans la
mantisse et un exposant e, — 1 = —127, donc e, = —126.

a. La base 16 a été parfois utilisée (IBM 360/370 dans les années 70) ou la
base 10 (calculettes). Le SETUN fabriqué a Moscou dans les années 1960 utilisait
la base 3 avec les digits —1,0, +1.

b. bit=1 car nombre normalisé, donc non codé.
33



@ F(2,53,—-1022,1023) appelés flottants “double précision”
tenant sur 8 octets = 8 x 8 = 64 bits (53 bits pour la mantisse,
11 bits pour I'exposant).

Voici leurs nombres caractéristiques (valeurs approchées) :

ensembles de flottants

F(2, 24, —126, 127)

F(2,53,—-1022,1023)

u-~ 5.96 - 1078 1.11-1071°
m =~ 1.17-10738 2.225.1073%8
M ~ 3.40 - 1038 1.79 - 10%%8

Remarque. Sauf probléme d'overflow ou d'underflow toute
multiplication /division par une puissance de 2 est exacte avec ces

nombres flottants.
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Norme IEEE754 (Institute of Electrical and Electronics Engineers).
Il s'agit d'une norme pour I'arithmétique flottante (en base 2 et 10)
créée en 1985 avec des révisions majeures en 2008 et 2019. Elle
définit :
@ les formats des nombres flottants : signe, mantisse, exposant,
utilisation des nombres dénormalisés ;

@ les nombres spéciaux (inf et NaN);

@ un ensemble d'opérations machine sur les nombres flottants ainsi
que le comportement de certaines fonctions (cf. propriétés
d’'arrondi correct) ;

@ 5 modes d'arrondi (arrondi au plus proche par défaut, la plupart
du temps?).

1. Autres arrondis existants : arrondi au plus proche avec variante en cas d'égale
distance : vers le plus loin de 0 (vers le haut en valeur absolue); arrondi vers +oo
(le plus grand flottant le plus proche); arrondi vers —oo (le plus petit flottant le

plus proche) ; arrondi vers 0 (arrondi vers +0o0 ou vers—oo en fonction du signe).
35



Norme IEEE et exposant biaisé.

La norme IEEE754 fonctionne un peu différemment pour le stockage
de I'exposant. Avec la norme |IEE754, |'exposant E codé sur g bits,
est toujours positif et on introduit un biais (translation) b pour
retrouver |'exposant e du nombre flottant par

e=E—b.
On parle alors d'exposant biaisé pour E.

@ L'exposant biaisé E variede 03 r =20 + ... 42971 =29 1
avec r = 2b + 1 (car r est impair).

@ L'exposant réel e varie alors de €,,;, = —b a epax = b+ 1.
0 b 20+ 1(=20-1)
E — f f
e=FE—b — ! |
—b 0 b+1
Si g est le nombre de bits dans I'exposant, le biais vaut
b=291_1
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Ainsi, en simple précision (g = 8), I'exposant biaisé E varie de 0 a
28 — 1 = 255 avec un biais b = 2" — 1 = 127. On a donc |'exposant
réel (non-biaisé) e = E — 127 qui varie de —127 a +128.

0 255
E — f
e ' ;
-127 +128
@ Le zéro est codé avec un exposant en;, —1 = —127 (et des 0
dans la mantisse), donc on a bien e, = —126.

@ De méme, les nombres spéciaux + inf et NaN ont un exposant
de en. + 1 =128, donc on a bien e, = 127. Le format de la
norme |EEE permet ainsi de coder les nombres spéciaux inf et
NaN.

Remarque. Avec la norme IEEE754, on a toujours enin = 1 — €max.
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Détermination "'pratique' du epsilon machine.

x <1

p<+0

Tantque 1 x >1
X4+—xQ2
p<—pdl

Fin Tant que

On montre que (cf. Examen 2020-21) :

X=u=2"°

@ Autre définition possible du epsilon machine.

u est le plus petit nombre flottant qui, ajouté a 1, donne un résultat
différent de 1.
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6. Propagation et analyse d’erreurs.

Pour faire une analyse de précision de calculs menés avec les flottants,
on fait I'hypothése qu'il n'y a pas eu d'overflow ni d'underflow.
a) Calcul d’erreur : un exemple.
On considére a, b et ¢ des flottants et on veut analyser la précision
de x. .= (a® b) @ (c ® d). Avec I'hypothése faite ci-dessus, on a :

a®b = (axb)(l4+e€), e <u

c®d = (cxd)(l+e), |l <u

(a® b)

(a®@b)0(c®d) = (C®d)(1+63), les] < u

soit finalement :
o axb (1+61)(1—|—€3)

.= — x(1+4).
*¥Txd  (1ta) x(1+9)
——
X (146)

Comme u << 1, l'erreur relative || est “quasi-bornée” par 3u. s



Une maniere élégante de traiter ce probleme est d'utiliser le résultat
suivant :

Lemme de simplification
Si |ex] < u, s =41 pour k =1,...netsinu<1alors :

n

[[TA+e)* =1+0, avec [0, <
k=1

nu

1—nu

Preuve : cf TD 1.

En utilisant ce lemme dans I'exemple précédent, on obtient donc que :

3u ~ 3y

o] < ~
||_1—3u

L'erreur relative est donc trés petite.
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Remarque. En général les bornes obtenues par analyse d'erreurs sont
(bien) plus grandes que I'erreur relative “exacte” (il faut pour s'en
approcher que chaque opération soit réalisée avec |'erreur maximale
et qu'il n'y ait aucune compensation dans les termes en €).

De facon générale :

@ En I'absence d’overflow et d'underflow, les opérations machines
® et © se comportent bien au sens ou les erreurs commises sur
les flottants ne sont pas amplifiées.

@ De méme, I'opération & entre flottants de méme signes
n'amplifie pas les erreurs.

@ Il n'en est pas de méme pour la soustraction & (de deux
flottants de méme signe) qui, bien qu'exacte pour des flottants
trés proches (Théoreme de Sterbenz), amplifie généralement les
erreurs commises sur ces flottants quand ceux-ci résultent d'un
calcul (cf. TD et exemple suivant).
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b) Un exemple de phénomeéne de cancellation.
Le calcul de la fonction

qb(x)_l—Il—x_lix (1)
avec la formule
yl=Q1o(laex)e(lo(lox) (2)

pour des |x| petits, va conduire a des amplifications d’erreurs
importantes.

En effet, pour |x| << 1, on
al/(14x)~1/(1—x)~1
et on se retrouve dans la for-
mule (1) (ou plutét dans la
formule (2)) avec une sous-
traction de deux quantités
flottantes proches.

erreur relative de ¢(x)

1017 107%% 1071 1071 107 1077 107° 1073 107!

Remeéde : écrire différemment la fonction ¢. X "



c) Un autre exemple. On considére la suite (u,)n>o définie par

Ug = 2, u = —4,
11

=111 — 30+ 3000 n>2
Up—1 Up—1Up—2

Code python :
n=30
u=2

v=—4
print ("Computation from 2 to %d"%n)

for i in range(2,n+1):

w = 111. - 1130./v + 3000./(v*u)
us=v
V=W

print("u%d = %1.18g"%(i, v))
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Computation from 2 to 30

Exact value

u2 = 18.5

u3 = 9.37837837837837895
u4 = 7.80115273775216878
ub = 7.15441448097533339

18.5

9.3783783783783783783. ..
7.8011527377521613833. ..
7.1544144809752493535. . .

ul0 = 6.2744386627281159
ull = 6.2186967685821628

6.2744385982163279138. . .
6.2186957398023977883. . .

ulb = 6.16608655959809937
ulé = 7.23502116553493124
ul7 = 22.0620784635257934
ul8 = 78.5755748878722358
ul9 = 98.3495031221653591
u20 = 99.8985692661829034
u2l = 99.9938709889027848
u22 = 99.999630387286345

6.0947394393336811283. ..
6.0777223048472427363. . .
6.0639403224998087553. . .
6.0527217610161521934. ..
6.0435521101892688678. . .
6.0360318810818567800. . .
6.0298473250239018567. . .
6.0247496523668478987. . .

u29 = 99.9999999999989342
u30 = 99.9999999999999289

6.0067860930312057585. . .
6.0056486887714202679. ..
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Quelques explications. On a

a 100n+1 + 6 6n+1 + v 5n+1
up, =
o 100" + 3 6" + ~ 5"

ou a, 3,7 dépendent de ug, u.

@ Si a#0, alors la limite de u, est 100, sinon (avec 5 # 0) la
limite est 6.

@ Avec up =2, 1y = —4,onaa=0et 3/y = —3/4, donc la
limite théorique de u, est 6.

La valeur de « calculée est trés petite mais non-nulle. Cela suffit pour
faire converger la suite vers 100 et non pas 6.

L'analyse d'erreur de la (mauvaise) convergence de cette suite est
assez compliquée. Il s’agit encore d'un phénomene de propagation et
d’amplification des erreurs (cancellation) essentiellement due a la
soustraction de 2 flottants proches (et de méme signe).
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