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Modules MN
@ 2 modules de 7 CM (1h) + 7 TD + 1 examen chacun.
¢ MN1

@ Arithmétique flottante : représentation des nombres et calculs
sur ordinateur.

@ Factorisations de matrice (LU, Cholesky, QR, SVD).

© Normes vectorielles et matricielles ;: conditionnement de
systémes (linéaires).

@ Classification non-supervisée : k-means.

e MN2

@ Approximation par moindres carrés; rappels et compléments de
calcul différentiel.

@ Optimisation non-linéaire, applications (moindres carrés
non-linéaires, systémes de recommandations,....)

© Introduction aux réseaux de neurones (perceptron multi-couches,
rétropropagation du gradient)
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© Introduction

© Prise en compte des erreurs de mesure

© Modeles linéaires en leurs paramétres

e Rappels et compléments de Calcul Différentiel

e Solution par les équations normales

G Autres résolutions des moindres carrés : QR, SVD, régularisation.

@ Application des moindres carrés aux systémes de recommandation



|. Introduction

Un probléme, appelé identification ou estimation de paramétres, que
I'on rencontre assez souvent en pratique est le suivant :

Problématique.

On a un modele y = f(t, x) décrivant une relation fonctionnelle
entre :

@ une variable d'entrée t

@ une variable de sortie y
(pour le moment on considérera t et y comme des scalaires réels
mais ils peuvent étre des vecteurs).

Ce modele dépend de n parameétres inconnus xi, ..., X, que l'on
range dans le vecteur x i.e. x = (x,...,x,)" € R".




Le modele est :

@ soit issu (plus ou moins) de lois physiques : on sait que le
phénomene décrit doit effectivement suivre la relation
y = f(t, x), mais on ne connait pas certains coefficients (qui
forment le vecteur x) ;

@ soit n'est pas issu de lois physiques mais construit pour obtenir
une relation “entrée-sortie” que I'on pourra évaluer sur d'autres
entrées (une fois les paramétres inconnus x “identifiés”).

Exemple : les réseaux de neurones (l'identification des
paramétres inconnus s'appelle alors “phase d'apprentissage”).



Identification des parameétres inconnus.

Pour estimer/identifier les paramétres, on dispose de m mesures

(ti,yi),i=1,...,m avec m > n, ou le plus souvent les t; sont exacts
(ou suffisamment précis pour étre considérés comme exacts) mais les
mesures y; sont entachées d'erreur.

On cherche alors les paramétres x de sorte que :

Vie[l,m], f(t,x)=y, soit|e(x):=f(t;,x)—y, ~0|

@ Si on note e(x) le vecteur rassemblant les m erreurs ¢;(x) :

e(x) = (eu(x), -+ em(x))"

alors il est naturel de chercher le vecteur x qui va rendre ||e(x)||
minimale.

@ Le choix de la norme euclidienne ||.|| := ||.||> conduit précisément
a la méthode des moindres carrés dans laquelle on minimise le carré
de |le(x)]|2, ce qui est équivalent.



Le probleme des moindres carrés s'énonce donc ainsi :

Formulation des moindres carrés.
Etant données les mesures (t;, ¥i)1<i<m, trouver x € R” qui minimise :

E(x) = lleCa)llz = 2 eilx)* = 2_(F(ti,x) = yi)° (1)

Ym -
f(ti, x) -
Vi ]

V1




Remarque. La norme euclidienne a beaucoup d’'avantages liés a

I'interprétation statistique ainsi qu'a la facilité a résoudre le probleme
mais d'autres choix sont possibles; par exemple si on veut minimiser
le plus grand écart entre le modeéle et les mesures il faut utiliser ||. |-

Quelques exemples de modéeles.

e La droite de régression linéaire y = f(t,x) = at + b.

Ici, il y a deux parametres inconnus a et b. Si on pose x; := b et
Xy = a alors y = x; + xot. En notant @1 : t — 1 et @ : t — ¢,
ce modele s'écrit

y = f(t,x) = x1p1(t) + xa02(t).
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Régression linéaire : un cas particulier des moindres carrés.
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@ Le modéle cherché peut étre un polynéme du second degré
y = f(t,x) = at’> + bt +c
ou plutét
y="f(t,x)=a(t—t)? +b(t—1)+c

avec t |'entrée “moyenne” autour de laquelle on veut utiliser ce
modele.

En posant x; :=c¢, o ;=betx3g:=a, et p; : t—1,
ot t—Tetps:t— (t— 1) ce modele s'écrit

f(t,X) = Xlgol(t) + X2g02(t) + X3g03(t).
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Un polynéme du second degré.
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@ Si on a affaire a un phénomene périodique en t (de période T)
on peut utiliser un polyndme trigonométrique (qui s'arréte a un
niveau d'harmoniques adéquat) :

2t 2t
f(t,x) = x1+ X2sin(%)+><3cos(%)

fondamental

. ATt 4t
+ X4SIH(?)+X5COS(?)

harmonique 1

+

Si la période T est connue, ce modele est aussi, comme les
deux précédents, de la forme

F(t) = X oyt

On dit alors qu'il est linéaire® en ses paramétres x;.

1. Par contre, si la période T est inconnue, ce paramétre supplémentaire

intervient de maniére non linéaire dans le modéle.
13



@ Un modele souvent rencontré en physique est le modéle
exponentiel décroissant

y=f(t,x)=Ce /"

comportant les deux paramétres inconnus C et 7 la constante
de temps.

Ce modéle est linéaire en C mais non-linéaire en 7. Il est
cependant possible de le linéariser (cf TD).
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[I. Prise en compte des erreurs de mesure

Les mesures y; sont souvent entachées d'erreur. Pour prendre en

compte ces erreurs, les y; peuvent étre considérées comme des
réalisations de variables aléatoires

Yi = f(t;,x") + B

ou f(t;, x*) serait donc la valeur exacte (sans erreurs), correspondant
aux parameétres optimaux x*, a laquelle s’ajoute un "bruit" B; qui suit
la loi normale centrée (moyenne nulle), de variance o2 i.e.

B; ~ N(0,0?)

Cela veut dire aussi qu’on suppose que les mesures expérimentales ne
présentent pas de biais (E[B;] = 0) et I'écart type o; est alors une
mesure de la précision de la i-eme mesure.
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Si on dispose de cette information et que o; varie selon les mesures
alors il est judicieux de minimiser pluté6t la fonction d'erreurs avec
poids (weight) :

Eu(x) = 3 ("“X)‘y) @)

i=1 i

D'un point de vue intuitif cette nouvelle fonction d’erreurs permet
bien de tenir compte de la précision des mesures :

@ si la i-eme mesure est peu précise, c'est a dire si o; est grand
alors elle apporte une contribution plus faible a E, (x) : lorsque
o; — oo la contribution de la i-éme erreur tend vers O ;

@ si la i-eme mesure est tres précise, o; est petit et sa contribution
dans E, (x) est amplifiée; lorsque o; — 0 cela implique qu'il faut
trouver un jeu de paramétres tel que f(t;,x) — y; : a la limite
f(ti, x) = y;, le modeéle doit interpoler la i-eme mesure.
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Sous certaines hypothéses, on montre que la minimisation de cette
fonction donne alors une solution x(™ qui est, en un certains sens, le
meilleur estimateur possible de x* (celui ayant la plus petite variance).

Dans les deux cas (avec E et E, ), la solution tend vers la solution
exacte x* lorsque le nombre de mesures m tend vers l'infini, mais
I'erreur sera en moyenne plus petite si on utilise E,,.
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Cas de mesures répétées. S'il est possible d'effectuer plusieurs
expériences (disons p) avec toujours les mémes entrées ty,. .., ty,
c'est a dire que I'on dispose pour chaque t; de p mesures :

y,-(k), pour k=1...,p

alors on utilisera les estimations classiques de la moyenne et de I'écart
type :

12 b (yW 2
Yi = *Zy,-(k) et (o= Zk—l(y’ y) (3)

= p—1

Souvent |'appareillage de mesure apporte une indication sur la
précision qui peut aussi étre utilisée pour obtenir ces o; (par exemple
si 'appareil assure une précision de 1% d'erreurs sur toute la plage
des mesures observées, on prendra o; = 0.01|y;|).
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[Il. Modeles linéaires en leurs parameétres

Dans la suite de ce chapitre, on va considérer uniquement des
modeles linéaires en leurs parametres x;, c'est a dire de la forme :

f(t,x) = xip1(t) +x002(t) +- - -+ Xnn(t ZXJ% Z%‘(t)xf

avec x = (x1,...,x,) et ol les n fonctions ¢; sont données (suite 2
une phase de modélisation).

@& Nous allons montrer que le probléme de moindres carrés revient
alors a résoudre un probléme d’algebre linéaire.

Pour cela, nous partons de la fonction d'erreurs E que nous
développons en utilisant la linéarité du modele :

m

EG) = 3 (F (7 i(z% —y,-) @

i=1 i=1
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Le terme -7, ;(t;)x; correspond au produit matriciel entre le

vecteur ligne (¢1(t;), ..., vn(t;)) et le vecteur colonne x :
X1
X2
Xn
( e1(ti), p2(ti), - -, pn(ti) ) ' = o1(ti)x + - + @alti)xs
Ainsi, si on introduit la matrice A de dimension (m, n) et telle que
a;j = (i) ()
on remarque que la i-éme ligne de A est égale a
Ai = ( p1(ti) pa(ti) .. on(t) )
d'ou :

tI7X ZXJQOJ AX—(AX)
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On obtient alors I'expression suivante pour la fonction erreurs :

Expression de la fonctions d'erreurs des moindres carrés

Soit E la fonction d'erreurs E définie par (1) et A la matrice de
dimension (m, n) définie par (5). On a

E(x) = gml((Ax),- = i((Ax B2 =|Ax— b3 (6)
ol on a posé b := (y1,y2, - .. ,ym)T.

Remarque. Si les erreurs sur les mesures sont connues, il est facile
de transformer (2) en (1). On obtient alors pour E,(x) la méme
expression (6) mais avec une matrice A et un vecteur b donnés par :
#i(ti) i
j\ti bi _ i

= b5
(au lieu de a; = p;(t;) et b; =y;), cf TD.
21



V. Rappels et compléments de Calcul Différentiel
Dans ce qui suit, on considére une fonction f : x € R" — f(x) € R.
1. Dérivées partielles, gradient

Définition 1.
@ Soit x = (x1,- -+, x,) fixé. Si la fonction g : R — R définie par
g(t) = f(Xla e 7Xj—17 t7Xj+17 o ,Xn), t e R,

est dérivable en t = x;, on dit que la j-&me dérivée partielle de f
existe et est égale a

g;j,(x) — )

@ Si les n dérivées partielles existent, le gradient de f en x est
alors le vecteur ligne défini par

V() = (Gl ).
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Exemple. Soit f(x1, %) = —x — x3 pour (x,x2) € R?. On a

of of
7(X17X2) - _2X]_; 7(X17X2) = _2X2

8x1 aX2
Le gradient de f est un vecteur ligne de R? qui vaut donc

Vi(x) = (—2x1, —2x)
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2. Dérivée directionnelle.
Définition 2. Dérivée directionnelle.

On dit que la fonction f admet une dérivée directionnelle Df (x, d) en

x € R" dans la direction d € R" si et seulement si la limite suivante

existe :
f(x + td) — f(x)

li_rg = Df(x, d).

Remarques :
@ Soit la fonction réelle g d'une variable, définie sur R par

g(t)=f(x+td), teR.

Dire que f admet une dérivée directionnelle en x selon d est
équivalent a dire que g est dérivable en t = 0.

© La notion de dérivée directionnelle est simple a appréhender : on
choisit un point x et une direction d dans |'espace : on regarde
alors comment la fonction varie sur la droite D, 4 définie par

y€Dyg& dteRtel que y = x + td.
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La fonction f restreinte sur cet ensemble devient alors une
fonction d'une seule variable t et on cherche a calculer son "taux
de variations" en t = 0 (c'est a dire en x).

Voir animation : https://www.geogebra.org/m/R7nnr379

Lien entre dérivée directionnelle et dérivée partielle.

Les dérivées partielles sont les dérivées directionnelles dans la
direction des vecteurs de la base canonique €', c-a-d :

of

a—XI(X) = Df(x, €"). (7)

@ |'intérét de cette remarque est qu'il est souvent plus facile de
calculer les dérivées partielles via les dérivées directionnelles.
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Exemples importants (exercices)

e Forme linéaire. Soit la fonction f(x) = (y|x) = Zy,x,

ou y est un vecteur donné de R". En calculant directement les
dérivées partielles (ou bien aussi avec les dérivées
directionnelles), on montre facilement que

Vh(x) =y (8)

e Forme quadratique. Soit la fonction f(x) = (Bx|x)

ou B est une matrice réelle (n, n). En calculant la dérivée
directionnelle (c'est bep plus difficile avec les dérivées partielles),
on obtient (exercice) :

Vh(x)=x"(B+B"). (9)
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o Autre exemple (ot on est obligé d'utiliser la dérivée
directionnelle).

Soit 3 : R? — R définie par

0 six=0
f3(x1, %) = X1X2 .
3(x1, %) R si x € R?\ {0}

f f(t,0) — f
Ona 23(0,0) = lim;_o 3(£,0) — £(0.0)

X1 t

= 0.
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3. Dérivabilité
Définition 3.
On dit que la fonction f est dérivable (ou différentiable) en x € R" si

et seulement si, il existe une application linéaire L, € L(R",R) telle
que :

Vh e R",  f(x+ h) = f(x)+ L.(h)+ r(h)||hl|
avec r(h) : R" — R telle que :

lim r(h)=0
[[hl|—=0
Remarques :
Q |.|| désigne une norme quelconque de R" (toutes les normes sont

équivalentes dans R").

@ Matriciellement une application linéaire de R” a valeurs dans R
est un vecteur ligne.
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est appelée dérivée ou aussi différentielle de f en x et notée

X

QL

f'(x) :== Ly

Intuitivement, une fonction est dérivable en xg si I'hypersurface

o

f(x) admet un plan tangent au point

f(x0)), ou de fa

définie par z

lent, f peut étre approchée

équiva

con

7

X0,

(
en xo (au premier ordre) par une application affine (définissant

Vo

)

un hyperplan

8(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

Exemple : n = 2, une

surface et son plan tangent

en vp.

(=)
N




4. Lien entre dérivée directionnelle et dérivabilité.

On a les propriétés importantes suivantes.

Théoreme 1. |
Soit f : R"” — R dérivable en x, de dérivée f'(x) € L(R",R). Alors

@ f est continue en x.

f
5 (x),i=1,---,n de f existent.
Xi

@ Pour tout d € R"\ {0}, f admet une dérivée directionnelle selon
det

© Les dérivées partielles

Df (x, d) = f'(x)d (10)

En particulier, gf(x) = Df(x,e') = f'(x)el, Vi=1---n.

Autrement dit,
Vi(x)v=f'(x)v, VveR" (11)

Remarque. D'aprés (11), on peut identifier I'espace L(R",R) avec les
vecteurs lignes de R” et faire I'identification "f’(x) = V£ (x)". 30



Ainsi, si f : R" — R est dérivable en x alors toutes les dérivées

of
partielles —(x), i =1,--- ,n existent bien.

8x,-

A La réciproque est fausse!

Ce n'est pas parce que toutes les dérivées partielles existent que la
fonction est dérivable.

Exemple. Soit f : R? — R définie par

0 six=0

— X1X
fOae) =y 22 g, cr2\ {0}
Xt + X5
On montre que F n'est pas continue en x = 0 (calculer f(t,t) et

faire tendre t — 0), donc pas dérivable en 0, mais les dérivées

partielles existent bien en 0.
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Cependant, pour la réciproque, on a quand méme le résultat suivant.

Théoreme 2. |
Soit f : R"” — R et x € R". On suppose qu'il existe 6 > 0 tel que

toutes les dérivées partielles a—(x) existent dans B(x, d) et sont
X

i
continues en x. Alors f est dérivable en x.

5. Minimum d’une fonction de plusieurs variables.
(a) Minimum local et minimum global.

Définition 4. |
© On dit que x € R" est un minimum local de f si et seulement si
il existe une boule ouverte B(x, r) telle que :
Vx € B(x,r), f(x) > f(x).

Le point X est un minimum local strict si Vx € B(x, r), x # X,
f(x) > f(x).
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@ On dit que x est un minimum global de f si et seulement si

Vx € R", f(x) > f(X).

Le point X est le minimum global strict si Vx € R", x # X,
f(x) > f(x).

(b) Condition nécessaire d’optimalité.

Théoreme 3. Condition nécessaire d'optimalité

On suppose que f est dérivable sur R". Si X est un minimum local de
f alors

V(%) = 0. (12)

On dit alors que x est un point critique de f.
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Remarques.

@ Si x est un maximum local de f alors c’est aussi un point
critique i.e. VF(x) =0

@ La réciproque n'est pas vraie en général : un point critique n'est
pas forcément un minimum ou un maximum local. Il peut s’agir
d'un point selle (pour n > 2) i.e. un point critique X qui n'est
justement ni un minimum local, ni un maximum local,
autrement dit pour tout voisinage ouvert V de X, il existe au
moins deux points x1, x, € V tels que

f(x) < f(x) < f(x)

Ainsi, partant du point x, on pourra toujours trouver des
directions ou la fonction f augmente et d'autres ou elle diminue.
Exemples.
> PourRBxéx"‘, en x =0, on a f/(0) = 0 mais X = 0 n’est ni
un minimum local, ni un maximum local (x = 0 est un point
d’inflexion avec ”(0)).
34



» La fonction f(x,y) = x> — y? admet (X,y) = (0,0) comme
point selle.
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Démonstration du Théoréme 3. Comme X est un minimum local de
f, il existe une boule B(x, r) telle que f(x) > f(x), Vx € B(x,r). La
fonction f étant dérivable on a :

f(x) =f(x+ h) = f(x)+ f'(x)h+ r(h)||h]], l[i_r)rg)r(h) =0 (13)

Prenons alors h = 7d, ou 7 est un scalaire et d € R" une direction
que I'on se fixe arbitrairement (avec ||d|| = 1). On a pour tout 7 tel
que |T| <r, x=Xx+he B(x,r), donc :

f(x)—f(x)>0 (14)
soit, en utilisant (13) :
f'(x)rd + r(rd)|7| > 0 (15)
= Pour 7 > 0, on déduit de (15) que
f'(x)d + r(rd) >0
et donc en passant a la limite quand 7 — 0+, on obtient :
f'(x)d >0 (16)
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= Pour 7 < 0, on déduit de (15) que
f'(x)d — r(rd) <0
et donc en passant a la limite quand 7 — 0—, on obtient :
f'(x)d <0 (17)

D'ou f'(x)d = 0 mais comme la direction d est arbitraire (avec
cependant ||d|| = 1) on en déduit que f'(x) = 0 (par exemple en
prenant successivement d = e, d = €2, etc...). O

(c) Convexité.
Définition 5.
Une fonction f : R” — R est dite
@ convexesi Vx,y € R" V0 € [0,1], on a:

f((L—0)x+0y) <(1—0)f(x)+6f(y)
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@ strictement convexe si Vx,y € R", x # y, V0 €]0, 1], on a:

f((L—0)x+0y) < (1—0)f(x)+0f(y)

lllustration de la convexité (avec 6 ~ 1/3) :

(1-0)f(x) +6f(y)

f((1-6)x +8y)

'

x  (1-8)x+0y y
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La convexité permet d'obtenir une condition suffisante d'optimalité
globale.

Théoreme 4.

Si f : R" — R est dérivable et convexe et s'il existe un point X
vérifiant V£(x) = 0 alors X est un minimum global de f.

De plus, si f est strictement convexe alors ce minimum global est
unique.

Démonstration.
o Existence. On écrit la propriété de convexité de f avec le point X
et un point quelconque x # X : V0 €]0,1[, on a
f((1—0)x +60x) < (1—0)f(x)+0f(x)
On obtient avec 6 # 0,
f(x+0(x —x)) — f(x)
0
et en passant a la limite lorsque 6 — 0+, il vient :

F(0) := < f(x) — f(x)
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lim F(0) = DF(%,x — %) = f'(%)(x — ) < f(x) — f()

6—0+

Comme f'(x) = 0, on obtient :
f(x) < f(x), Vx € R™.
Ce qui montre que x est un minimum global de f.

Unicité. On suppose de plus que f est strictement convexe.
Soit x* # X un autre minimum global, c'est-a-dire que
f(x) = f(x*) = m alors en utilisant la stricte convexité de f il

vient : 1 1 1 1
f(zXx+=x") < zf(X)+ zf(x") =m
(57 + %) < HF(R) + 5 (x)
on aurait donc trouvé un point X = %)’( + %x* pour lequel la
valeur de f est strictement inférieure a son minimum global, ce
qui est une contradiction. D'ol X = x*.

O
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V. Solution par les équations normales
1. Introduction.
Le probléme des moindres carrés consiste a résoudre

- _ o2
min E(x) = [|Ax — b|3 (18)

ou A est une matrice de taille (m, n) avec m > n.

@ Si m = n et Ainversible alors on a une solution unique donnée
par x* = A7*b. On aura de plus f(t;,x) = y;, Vi : il s'agit d'un
probleme d'interpolation.

Cette situation est rare (dans le cadre des mdc) et sans intérét
puisqu’il n'y a rien a minimiser...

@ Si m > n (en pratique m >> n), il y a plus d'équations que
d’'inconnues et en général le systeme Ax = b n'admet pas de
solution. Par exemple, la droite de régression linéaire (ou une
parabole...) ne peut généralement pas passer par n > 2 points
(sauf si ceux-ci sont alignés...).
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Hypotheése fondamentale sur A.

On suppose que
ker A= {0}

c'est-a-dire que les colonnes de A sont linéairement indépendantes

On rappelle que le noyau de A est un s.e.v de R”, défini par

ker A= {x € R" tel que Ax = 0}.
Si ker A = {0} alors la famille A = (A!,... A") constituée des
colonnes de A, est libre i.e. les A/ sont linéairement indépendants 2.

Cette hypothése est réaliste : n vecteurs choisis au hasard dans un
espace de dimension m > n seront généralement linéairement
indépendants.

2. Vérification. Soit ay,--- ,a, € R tels que 37 ;A = 0. On a AV = Ae/ et
donc 0 =377, ajAel = A (Z}’Zl ajef) ce qui implique que Y~ ; aje/ € ker A.
Sous I'hypothese fondamentale, on a >~ ; aje/ = 0 d'oti I'on déduit a; = 0, V.
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2. E comme une forme quadratique.

Une forme quadratique est la généralisation d’'un polyndme du second
degré dans le cas multidimensionnel. La fonction d'erreur

E : x € R" — ||Ax — b||? € R se développe en écrivant le carré de
la norme comme un produit scalaire? :

E(x) = ||Ax —b|3 = (Ax — b| Ax — b)
= (Ax|Ax) —2(Ax|b) + (b|b)
= (ATAx|x) = 2(x| A"b) + ||b||?
= x"ATAx —2xT(ATb) + ||b|].

On a donc

E(x) = (Gx|x) —2(x|h)+c (19)

avec
G=ATA h=ATh
¢ = ||b||? une constante positive.

3. On rappelle la propriété du produit scalaire : (Ax|y) = (x|ATy), ¥x,y € R"
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L'expression (19) de E peut aussi s'écrire

E(x)=x"Gx —2h"x+c (20)

3. Propriétés de E.

(a) Rappels et compléments sur les matrices symétriques
définies positives (voir MN1, Chap.3, factorisation de Cholesky).

Définition 6. Matrice semi-définie/définie positive
@ Une matrice carrée M € R"*" est dite semi-définie positive si :

(Mx|x) =x"Mx >0, ¥x € R".

@ Si (Mx|x) >0, Vx #0, on dit que M est définie positive.
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Remarque importante.

Le plus souvent ces deux notions s'appliquent sur des matrices
symétriques.

En effet, si M n’est pas symétrique, on montre facilement que la
matrice symétrisée de M

ME = (M+M")/2

est symétrique et
(M®x | x) = (Mx | x)

@ Ainsi, dans le terme (Mx | x), seule la partie symétrisée M° de
M intervient et on peut donc toujours considérer la matrice M
symétrique.
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On a les propriétés suivantes sur les matrices semi-définie/définie
positive (rappels et compléments, voir MN1, Chap.3).
Proposition 1.
Soit M € R"™*".

© Si M est symétrique toutes ses valeurs propres sont réelles.

@ Si M est définie positive alors elle est inversible. De plus, les
valeurs propres de sa partie symétrisée MS sont toutes >0 2.

© La matrice M™ M est symétrique et semi-définie positive.

a. Ainsi, si M est symétrique définie positive, toutes ses valeurs propres sont
réelles et >0.

Preuve.

@ On introduit le produit scalaire (+|-) pour les complexes dans C”.
Pour x,y € C", on définit

X|y ZX/)// (21)
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ou y; est le complexe conjugué de la composante y; € C de y.

On rappelle les propriétés suivantes de ce produit scalaire. Pour
x,yeCn,

> (xly) = (vlx)

» (x]x) € RT. On peut alors définir la norme ||x|| = /(x|x).

> (ax]y) = a(x|y) et (x|ay) = @(x|y) pour o € C.

Soit (A, u) un élément propre de Mie A€ Cetue C", u#0
t.q.

Mu = \u
En prenant le produit scalaire avec u, on obtient
(Mulu) = (Aufu) = Mulu) = A|ul|? (22)

Par ailleurs, on a (Mu|u) = (u|M"u) = (u|Mu) car M est
symétrique. On obtient
Mlull* = (Mulu) = (u|Mu) = (u|Au) = Mulu) = A|u]]®

d'olr (u # 0)
A=) ie AeER

47



@ Comme M est carrée, pour montrer que M est inversible, on
montre que ker M = {0} (exercice). Pour montrer que toute v.p.
A de MS est > 0, on utilise (22). On a (u #0) :
0 < (Mulu) = (MSulu) = |ul?.
@ La matrice M™ M est symétrique, en effet* :
(MTM)T — MT(MT)T — MTM

Elle est aussi semi-définie positive, puisque

(MTMx | x) = (Mx | Mx) = ||Mx]|j > 0, ¥x € R"

4. (AB)T = BTAT
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(b) Propriétés de la matrice G = A" A.

Proposition 2.

Sous I'hypothése ker A = {0}, la matrice G = AT A est symétrique,
définie positive et donc inversible.

Preuve. D'apres la Proposition 1., la matrice G est symétrique et
semi-définie positive. De plus, on a

(Gx|x)=0< |[Ax|, =0 Ax =0< x € kerA

et donc G est bien définie positive ssi ker A = {0}.
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(c) Convexité de E.

Proposition 3.

La fonction d'erreur E est convexe et sous |'hypothese ker A = {0},
elle est strictement convexe.

Preuve. Soit ¢ = (1 — 0)E(x) + 0E(y) — E((1 — 0)x + y). On voit
assez facilement que le terme linéaire et le terme constant de E
n'interviennent pas et on a, pour 0 < 0 < 1,

g = (1-0)(Gx|x) +6(Gyy) — (G((1 — O)x + 0y) | (1 — O)x + ).

Aprés calculs (exercice) et en utilisant le fait que G est symétrique,
on obtient

q="0(1-0)(G(x—y)[x—y).
La matrice G étant semi-définie positive, on a g > 0 i.e. E est
convexe. De plus, sous I'hypothése ker A = {0}, la matrice G est
définie positive et donc avec x # y, on a g > 0 i.e. E est strictement

convexe. [l
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4. Résolution par le zéro de la dérivée de E.
(a) Calcul du gradient de E.

On veut appliquer les résultats de Calcul Différentiel et en particulier
le Théoreme 4. Comme E est une forme quadratique, c-a-d un
polyndome du second degré en les variables x1, x5, ..., x,, E est
(indéfiniment) dérivable sur R". Par conséquent une condition
nécessaire pour que X soit un minimum est que (cf. Théoreme 3.) :

VE(x) =0. (23)

On rappelle que E =x"Gx —2h"x+cavec G=ATAet h=A'b.

Le gradient de E vaut (exercice, cf. exercice TD) :

VE(x)=x"(G+G")—2n" =2(x"G" — h") (24)

car G est symétrique.
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(b) Equations normales.
L'équation (23) avec (24) devient :

x'G" —h" =0.

En transposant (pour se ramener a un systéme linéaire classique), on
obtient finalement :

ATAZ = A'b (25)

C'est un systéeme d'équations linéaires que I'on appelle équations
normales du probléme de moindres carrés.

Sous I'hypothése ker A = {0}, la matrice G = AT A est inversible (cf.
Proposition 2) et le systéme (25) admet une unique solution. De
plus, E est strictement convexe (cf. Proposition 3). D'apres le
Théoreme 4, on en déduit le résultat suivant.
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Proposition 4. Equations normales.

Soit A une matrice de taille (m, n) telle que ker A = {0} et b un
vecteur de R™. Le probleme de moindres carrés

minyegn||Ax — b||3 (26)
admet une unique solution x € R" qui vérifie le systeme
ATAx =ATb (27)

appelé équations normales du probleme de moindres carrés.

Remarques.
@ On peut montrer que les équations normales admettent
toujours au moins une solution i.e.

h=A"bcIim(ATA) ={zeR™ JycR", ATAy =z}
et ceci sans I’"hypothése que ker A = {0}. On peut méme

établir que si ker A # {0}, il y a une infinité de solution aux

équations normales.
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@ Le systeme Ax = b n'admet généralement pas de solution alors
que les équations normales AT Ax = AT b admettent toujours
(au moins) une solution.

@ Les équations normales sont donc un simple systeme linéaire
carré : on a une unique solution X si et seulement si G est

inversible et alors cette solution peut s'obtenir par la méthode de
Gauss (ou Cholesky) (cf. MN1, Chap.2).

@ On peut montrer que sur une matrice symétrique et définie
positive (sdp) la factorisation LU sans échange d’équations
est trés stable. Par ailleurs, on peut diminuer le colit calcul par
deux en utilisant la méthode de Cholesky puisque G est sdp.
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Exercice. La droite des moindres carrés

On dispose de données (t;, y;)1<i<m Sensées suivre le modele affine
y = f(t) := at + b. On cherche a identifier les paramétres a et b.

© On pose x; := b et x, := a, écrire le modeéle sous la forme
f(t) = x1pa(t) + xap2(t)

@ Pour un jeu de paramétres x := (x, x2) " donné, quelle est
I'erreur e;(x) entre le modele et la i-eme mesure ?

o

Sans connaissance des erreurs de mesure, quelle fonction (notée
E) de x faut-il minimiser pour identifier les paramétres au sens
des moindres carrés? On écrira d'abord E a I'aide des m erreurs
ei(x) puis sous la forme E(x) = ||Ax — b||3 en explicitant la
matrice A et le vecteur b.

@ Ecrire les équations normales permettant de trouver la valeur
optimale des parametres.
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Solution.
@ Le probléme s'écrit
min  E(x)

x=(x1,%2)€ER?
ou la fonction erreur E vaut :

E(x) = Y€)= (f(tix) = y)’ =D (a+xti - y)
‘ ' i=1

1

avec A matrice de taille (m,2) et b € R™ donnés par

1t 1
A=| i | b=
1 ty Ym

@ Equations normales AT Ax = AT b avec

m Doty ti iy Yi
ATA_< N m12> ATb_< =
Yt Xt Doty tiyi



5. Résolution par minimisation directe d’une forme
quadratique.

On a la propriété suivante pour les formes quadratiques.

Lemme 1. Minimum d’'une forme quadratique.

Soit M € R™*" une matrice symétrique, définie positive (donc
inversible), v un vecteur de R” et c un scalaire. La forme quadratique

Qx)=x"Mx —2v'x+¢c, xcR"

admet un minimum unique x* solution du systeme linéaire Mx* = v.

Preuve en exercice.

Indication : calculer (M(x — x*) | x — x*) en fonction de Q(x) et
Q(x*) et montrer que Q(x) > Q(x*),Vx # x*.
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Solution. On a Q(x*) = x*T Mx* —2vTx* + ¢
oy

= x*Tv—-2vTx*+c

= —vx*+c=—(v|x)+c
On développe le produit scalaire
(M(x =x")[x =x7) = (Mx|x) = (Mx|x")

—(Mx*| x) + (Mx* | x*)

= (Mx|x)—2(Mx*|x) + (Mx* | x*)
caron a (Mx|y) = (x| MTy) = (x| My) puisque M est symétrique.
On obtient ainsi
(Mx =x") [x =x7) = (Mx|x) =2(v|

= (Mx[x) = 2(v|

= Qx) - Q(x")
Puisque M est définie positive, on a (M(x — x*) | x — x*) > 0 pour
tout x #£ x*. Par conséquent,

Q(x") < Q(x) pour tout x # x*

ce qui prouve que x* est I'unique minimum de Q. (s



En appliquant le Lemme 1, avec M = G = ATAet v = ATb, on
retrouve le résultat de la Proposition 4 pour I'existence d'un (unique)
vecteur minimisant le probleme de moindres carrés, solution des
équations normales.

6. Résumé de la méthode des moindres carrés.
En résumé, résoudre un probléme de moindres carrés (dont le modele
est linéaire en ses paramétres) en résolvant les équations normales, se
fait selon les étapes suivantes :
© choix du modéle, c'est a dire des fonctions ;.
@ avec les (t;, y;) et éventuellement les o;, calcul de la matrice A
et du vecteur b.
@ calcul de la matrice G = AT A et du vecteur h = AT b.
@ résolution du systeme linéaire Gx = h via donc une factorisation
de Cholesky ; c’est a ce niveau qu'on peut détecter le probleme
de non inversibilité de G via une estimation du conditionnement

de cette matrice.
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VI. Autres résolutions : QR, SVD, régularisation.
1. Introduction.

Il peut arriver que la matrice G = AT A des équations normales :
@ soit singuliere lorsque ker A # {0}. On rappelle que dans ce cas,
il y a une infinité de solutions.
@ ou bien soit mal conditionnée avec k(G) = |G| G|| “grand”
(k(G) se rapprochant de 1)

Remeédes possibles.

@ Résoudre le probléeme de moindres carrés avec une méthode plus
stable comme utilisant une factorisation QR (algorithme
standard comme par exemple dans python/scipy ou numpy).

@ Rajouter une contrainte sur les paramétres : si on considére le
cas ou G est singuliere, il y a une infinité de solutions. L'ajout
d’'une contrainte va permettre de choisir une solution
particuliére, comme par exemple /a solution de norme minimale :
c'est cette solution qui est obtenue avec la SVD de A.

© Minimiser une fonction d'erreur “régularisée”. 60



2. Résolution par la méthode QR.

La matrice A de taille (m, n) admet une décomposition A = QR avec
Q une matrice de taille (m, m), orthogonale (Q~! = Q) et R est

une matrice de taille (m, n) de la forme (cf. MN1, Chap.2, cas d’une
matrice rectangulaire) :

s |}
R:
0 }m—n

ou S est une matrice triangulaire supérieure de taille (n, n).
On a alors

|Ax — b||3 = | QRx — b|l5 = [|Q(Rx — Q" b)|I3
car QQT = I,,. Or, pour tout x € R™, on a
Qx5 = (@x | Qx) = (x| QT Qx) = ||x|13
(on a ||Q|]2 = 1). Donc
|Ax — bl = [|[Rx — Q" b|3
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RX:<5X>, QTb:c:<C1>eR"’
0 C

avec ¢; € R" et ¢, € R™". Par conséquent, on obtient
IAx = bll3 = |Rx — Qb3 = [[Sx — il + [l 23
On voit ainsi que le probléme des moindres carrés, se réduit a

Sx — C1H§ (28)

min
x€eRn

Sous I'hypothése que ker A = {0}, la matrice S est inversible® et
dans ce cas, la solution x* € R” du probléme des moindres carrés est

donnée par
29)

Ce systeme est facile a résoudre car S est triangulaire supérieure.

5. Soit x € R" tel que Sx = 0. On aalors Rx =0 et Ax = QRx=0doux =0
avec |'hypothese ker A = {0}.
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3. Résolution par SVD.

La matrice A de taille (m, n) avec m > n et de rang® r = rang A< n
admet la décomposition en SVD suivante (cf. MN1, Chap.2) :

A=UZVT
ou U e R™™M V & R"™" sont orthogonales et > € R™*" est donnée

par

0 O

(X est une matrice diagonale) et

Y = ( 21 0 ) avec Y = diag(oy,...,0,) € R™"

o1>0y2>---2>0,>0.

Si ker A = {0} alors r = rang A = n (rang plein) i.e. toutes les
colonnes de A sont linéairement indépendantes et on a vu que la
matrice G = AT A des équations normales est inversible.

6. Le rang de A noté rang A est le nombre maximal de colonnes de A
linéairement indépendantes. Si ker A = {0} alors rang A = n et on dit que A est

de rang plein dans ce cas-la.
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Mais ici, on ne fait pas cette hypothése de rang plein et on considere
donc de facon générale que r = rang A < n. Un des points forts de la
SVD est justement de permettre de traiter le cas r = rang A < n.

Dans ce cas (r < n), le probléme de moindres carrés admet une
infinité de solutions et on va chercher une solution x de norme
minimale avec la SVD.
Utilisation de la SVD de A.
Ona ||Ax—b|5 = |JUZVTx—b|3

= [U(ZVTx-UTb)[3

= |IZV'x—U"b|3 (car U orthogonale)

> =

y=V'x|et|c=U"b (30)

On a de plus (U et V étant orthogonales),

On pose

¥l = [Ix]l2 et llc]l2 = [[b]]2 (31)
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Ainsi, [|Ax — b3 = [y — clf3
r n
= D loyi—al+ > ¢
i=1 i=r+1
Toutes les solutions du probleme de moindres carrés sont alors
données par

| c/o pouri=1,....r (32)

Y= a quelconque pouri=r+1,...,n

@ Dans le cas ot r = rang A = n (rang plein), on retrouve la
solution unique.

@ Dans le cas ou r < n, on choisit la solution y de norme minimale
et donc la solution x correspondante aussi de norme minimale

puisque [ly[l2 = [|x][2 (cf. (31)).
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WE=Y(cfo)+ 3 o2

i=1 i=r+1
On choisit donc a; = 0 pour tout i = r+1,...,n, de sorte que
la solution de norme minimale est donnée par

. { ci/o; pouri=1,...,r

Y'=1o pouri=r+1,...,n (33)

On récupere alors la solution x* de norme minimale grace a (30) :

Remarque. La factorisation SVD d'une matrice est un outil puissant
pour résoudre les probléemes de moindres carrés; cependant le coiit de
calculs est plus important (que les équations normales ou QR) et la
méthode est limitée a des problemes de moindres carrés de taille

raisonnable.
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4. Régularisation.

Une alternative a la SVD (en particulier dans le cas ou rang A < n)
est de minimiser la fonction d'erreur “régularisée” :

Ec(x) = [|[Ax — bl[3 + €[ x|3 (34)

avec une valeur € > 0 :
@ pour € “petit”, on favorise la minimisation de
E(x) = |[Ax — b|3;
@ pour ¢ “grand”, on favorise la minimisation de ||x||3.
Il faut trouver un équilibre (beaucoup de papiers sur ce sujet. . .).

Trouver le minimum de E, est équivalent a résoudre le systeme
linéaire

(ATA+el)x* = ATb.
De plus, la matrice ATA + €/ est définie positive et donc toujours

inversible (avec € > 0), sans avoir besoin de I'hypothese ker A = {0}

(exercice).
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VII. Application des moindres carrés aux systemes

de recommandation
1. Rang d’une matrice.

On rappelle que le rang d'une matrice A € R™*" noté rang(A) est la
dimension du sous-espace engendré par ses vecteurs colonnes et c'est
aussi la dimension de son espace image :

rang(A) = dim (vect(A', ..., A")) = dim(Im(A)) (35)
ol A’ désigne le i-eme vecteur colonne de A et
Im(A) = {y € R™, 3x € R" tel que Ax =y}

Le rang de A est aussi le nombre maximal de vecteurs colonnes
linéairement indépendants.

Proposition 5. Caractérisation du rang d'une matrice

Soit une matrice A € R™*" et un entier k < p = min(m, n). On a

rang(A) < k & IX € R™¥ et Y € R™* telles que A = XY'




2. Systemes de recommandation.

Dans un contexte de systemes de recommandation tels qu'ils peuvent
étre proposés par des plateformes de streaming (Youtube, Spotify,
Netflix...), les utilisateurs expriment leurs préférences de certains
items (avec une note) et le systeme de recommandation cherche a
calculer une note aux items qui n'en ont pas recus des utilisateurs.

Dans I'exemple ci-dessous, 4 utilisateurs expriment leurs préférences
parmi 6 films.

Star Wars Pulp Le fabuleux destin Matrix Il était une fois Les Bronzés a
épisode VIII Fiction d’Amélie Poulain dans |'Ouest TELECOM Nancy
Cathy 5 ? 3 2 3 ?
Stéphane 4 5 4 1 2 1
Sophie 1 ? ? ? ? ?
Anna ? 3 5 4 2 ?

Les points d'interrogations indiquent |'absence de notes. On dispose
ainsi d'une matrice de notes/préférences incompléte.
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Les systemes de recommandation reposent souvent sur I'idée que les
préférences peuvent étre expliquées par un petit nombre de facteurs
dits /atents. Un systeme de recommandation va évaluer les notes
manquantes en déterminant une approximation de rang faible kK <<1
de la matrice incompléte des notes.

Modélisation. On considere m utilisateurs exprimant des préférences
(notes) de certains objets d'un ensemble de n objets (ou items).

@ On dispose ainsi d'une matrice des notes/préférences A € R™*",
ou Aj représente la note donnée par |'utilisateur i a l'objet j.

Certaines entrées peuvent étre manquantes. L'objectif est de
construire un modeéle de recommandation basé sur une factorisation
de rang faible k << 1 de A. En suivant la propriété de la Proposition
5, on cherche une approximation

A~ XY'T

avec X € R™k Y € R™k et k << p = min(m, n).
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Ainsi, on voudrait déterminer les matrices X et Y qui minimisent la

norme
2 m n 2
IA= XY Tl =323 (A = XYT)
i=1 j=1

ou X; désigne la i-eme ligne de X et || - || désigne la norme de
Frobenius ’ définie par

1/2

||M||F = Z Mi?
ij

Puisque A est incomplétement connue, on va minimiser uniquement
sur les quantités connues dans la matrice A. On note

Q cC[1,m] x [1,n]

I'ensemble des indices des coefficients connus i.e. (i,j) € Q si et
seulement si le coefficient A; de A est connu.
7. La norme de Frobenius n'est pas une norme subordonnée a une norme

vectorielle mais elle vérifie quand méme la propriété de sous-multiplicativité
IABllr < [[AllellBll £
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On définit alors

1/2
2
JA= XY ||pq = ( > (A= XvT) ) (36)

(ij)eq

On cherche alors les matrices X et Y solution de

. 2
mip [A = XY kg (37)

Le but de I'approximation A:=XYT de A est de prédire les valeurs

N

Ajj pour (i,j) ¢ €2 c'est-a-dire prédire les valeurs de A; inconnues.

3. Méthode ALS (Alternating Least Squares).

Pour résoudre (37), on utilise la méthode ALS qui consiste a résoudre
itérativement et alternativement des problemes de moindres carrés
linéaires pour Y fixé puis pour X fixé (via des équations normales).
On définit ainsi une suite de matrices (X{), Y05 qui va converger

vers une solution de (37).
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La fonction objectif dans (37) n'est pas convexe par rapport au
couple (X, Y), il peut donc y avoir existence et convergence vers un
minimum local. On peut ajouter a la fonction objectif des termes de
régularisation du type A|| X||3 et A||Y]|5 (avec A > 0) pour
sélectionner les solutions de normes petites (cf. section V/.§5
"Régularisation").

@& \oir exercice de TD (Feuille 2) pour une description détaillée de
la méthode ALS.

Avec I'exemple précédent, on obtient I'approximation A := XY
suivante (avec k = 2) :

Star Wars Pulp Le fabuleux destin Matrix Il était une fois Les Bronzés a
épisode VIII Fiction d'Amélie Poulain dans I'Ouest TELECOM Nancy
Cathy 5 4.62 3.59 1.62 2.39 0.91
Stéphane 4 5 3.5 1.32 2.51 1
Sophie 1 0.17 0.35 0.31 0.13 0.03
Anna 12.93 3 4.93 4.05 2.07 0.57

On peut proposer "Star Wars" a Anna

et "Pulp Fiction" a Cathy...
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