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Mathématiques Numériques MN1

Feuille 4 : normes vectorielles et matricielles

Exercice 1. Boules unités
Dessiner la boule unité fermée dans R2 (c’est à dire l’ensemble des points z = [x, y]⊤ ∈ R2 tels que ∥z∥ ≤ 1)

pour les 3 normes suivantes :

1. ∥z∥ := ∥z∥2 =
√

x2 + y2 (la norme euclidienne) ;

2. ∥z∥ := ∥z∥1 = |x| + |y|, (la norme 1) ;

3. ∥z∥ := ∥z∥∞ = max(|x|, |y|), (la norme infinie).

Exercice 2. Normes vectorielles

1. Montrer que les normes 1, 2 et∞ définissent bien des normes, c’est à dire vérifient les propriétés attendues :
application de Rn dans R+, vérifiant (i) ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0, (ii) ∥αx∥ = |α|∥x∥ et (iii) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.

Aide : seule l’inégalité triangulaire pour la norme 2 présente des difficultés ; pour la montrer on utilisera
l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

|(x|y)| := |
∑

i

xiyi| ≤ ∥x∥2∥y∥2

Pour démontrer l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on peut partir de : ∥x − λy∥22 = (x − λy|x − λy) ≥ 0 et
développer le produit scalaire par bilinéarité.

2. * D’une manière générale, étant donné p ∈ N∗ on définit la norme p d’un vecteur de Rn par :

∥x∥p =

∑
i

|xi|
p

1/p

(la norme 1 et la norme 2 en sont des cas particuliers). On admettra qu’on définit bien ainsi une norme
(l’inégalité triangulaire, qui porte le nom d’inégalité de Minkowski pour les sommes, est plus difficile à
montrer). Par contre montrer que pour tout vecteur x on a :

lim
p→+∞

∥x∥p = ∥x∥∞

ce qui justifie le terme “norme infinie”.

3. codage en machine d’un vecteur : soit x un vecteur de Rn et x̂ son codage en machine supposé sans
dépassement de capacité (on a donc x̂i = f l(xi) = xi(1 + ϵi) avec |ϵi| ≤ u). On pose δx = x̂ − x mon-
trer que pour toute p norme vectorielle on a :

∥δx∥p
∥x∥p

≤ u,∀x , 0

Exercice 3. Normes matricielles
On se place dans l’espace vectoriel des matrices à coefficients réels (matrices carrées ou rectangulaires).

1. Montrer que :
∥A∥∞ = max

i

∑
j

|ai, j|, ∥A∥1 = max
j

∑
i

|ai, j|

Aide : dans un premier temps par majoration on obtient assez facilement ∥A∥∞ ≤ maxi
∑

j |ai, j| et ∥A∥1 ≤
max j

∑
i |ai, j|, puis en choisissant un bon vecteur (différent pour les 2 cas) on montre que ces bornes sont

atteintes.
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2. Application : calculer la norme 1 (ou infinie...) de la matrice A suivante et de son inverse :

A =


10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10

 A−1 =


25 −41 10 −6
−41 68 −17 10

10 −17 5 −3
−6 10 −3 2


et en déduire son conditionnement relativement à cette norme (réponse κ1(A) = 4488).

3. Soit A une matrice réelle non nulle et son codage en machine Â (supposé sans dépassement de capacité) on
pose δA = Â − A. Déduire de la question 1 que :

∥δA∥1
∥A∥1

≤ u, et
∥δA∥∞
∥A∥∞

≤ u

Exercice 4. Système linéaire perturbé
Soit une matrice A ∈ Mn,n(R) inversible, et un vecteur b ∈ Rn donnés (b , 0). On considère le système linéaire

Ax = b ainsi que le système linéaire (A + δA)(x + δx) = b + δb où δA et δb sont des perturbations sur les données,
peut être simplement dues au codage en machine de A et b. On utilise une norme vectorielle ∥.∥ (par exemple la
norme 1 ou 2 ou infinie) et la norme matricielle ∥.∥ induite par la norme vectorielle choisie. Le but de l’exercice est
de montrer que si ∥A−1δA∥ < 1 alors on a l’inégalité :

∥δx∥
∥x∥
≤

κ(A)
1 − ∥A−1δA∥

(
∥δA∥
∥A∥

+
∥δb∥
∥b∥

)
(où κ(A) = ∥A∥∥A−1∥ est le conditionnement de la matrice A). La condition ∥A−1δA∥ < 1 est assez naturelle
et vérifiée si la perturbation sur A est suffisamment petite. On rappelle le théorème suivant vu en cours : soit
B ∈ Mn,n(R) telle que ∥B∥ < 1 alors (i) la matrice I − B est inversible, (ii) (I − B)−1 = I + B+ B2 + B3 + . . . et (iii)
∥(I − B)−1∥ ≤ 1/(1 − ∥B∥).

1. En utilisant le théorème précédent, montrer que la condition ∥A−1δA∥ < 1 implique l’inversibilité de la
matrice A + δA et que :

∥(A + δA)−1∥ ≤
∥A−1∥

1 − ∥A−1δA∥

Montrer que si l’on suppose ∥δA∥ < 1/∥A−1∥ alors nécessairement ∥A−1δA∥ < 1.

2. Montrer que δx = (A + δA)−1(δb − δAx) puis en déduire que :

∥δx∥
∥x∥
≤

∥A−1∥

1 − ∥A−1δA∥
(
∥δb∥
∥x∥
+ ∥δA∥)

3. A partir de l’égalité Ax = b montrer que ∥x∥ ≥ ∥b∥/∥A∥ et en déduire le résultat cherché.

Ce qu’il faut retenir de ce résultat : malgré les majorations successives qui ont été faites pour l’obtenir, l’inégalité
est quand même “presque” optimale car elle devient “presque” une égalité dans certains cas. Si on suppose la
perturbation assez petite de sorte que ∥A−1δA∥ soit négligeable devant 1, alors l’idée est que les erreurs relatives sur
les données risquent d’entrainer une erreur relative sur le résultat amplifiée d’un facteur égal au conditionnement
de la matrice A. Exemples :

— sur la matrice A de l’exercice précédent, pour b = [32, 23, 33, 31]⊤ on obtient la solution x = [1, 1, 1, 1]⊤ ;
maintenant si on considère b + δb = [32.1, 22.9, 33.1, 30.9]⊤, on obtient x + δx = [9.2,−12.6, 4.5,−1.1]⊤

très différente de x ce qui s’explique par le conditionnement déjà élevé de cette matrice (ces données cor-
respondent à un cas extrème car on a (en norme infinie) ∥δx∥/∥x∥ = κ(A)∥δb∥/∥b∥).

— en supposant juste des erreurs sur le codage en machine, on introduit des erreurs relatives de l’ordre de
u, il ne faut donc pas espérer résoudre correctement des systèmes linéaires avec des matrices qui ont un
conditionnement de l’ordre de 1/u.
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Exercice 5*. Estimation du conditionnement d’une matrice
Soit A une matrice carrée n × n inversible et admettant une factorisation A = LU. Le but de ce problème est

d’écrire un algorithme permettant d’estimer le conditionnement de A en norme 1 avec l’algorithme de Boyd et
Hager qui est utilisé dans la bibliothèque Lapack. On rappelle que :

κ1(A) = ∥A∥1∥A−1∥1, ∥A∥1 = sup
x,0

∥Ax∥1
∥x∥1

= max
j∈⟦1,n⟧

n∑
i=1

|ai, j|

La partie facile consiste à calculer ∥A∥1. Calculer ∥A−1∥1 (par la définition de ∥.∥1 en fonction des coefficients de
la matrice) requiert le calcul de A−1 et ce coût est jugé souvent prohibitif lorsque l’on veut juste résoudre quelques
systèmes linéaires de matrice A tout en donnant à l’utilisateur une idée de la précision des calculs.

1. Rappeler comment on peut résoudre un système linéaire Ax = b lorsqu’on connaı̂t la factorisation A = LU.
Pour des besoins ultérieurs, on notera resoud A x eq b(L,U,b) une fonction qui retourne la solution x.

2. Montrer que cette factorisation permet aussi de résoudre facilement des systèmes linéaires de la forme
A⊤x = b en résolvant un système triangulaire inférieur puis un système triangulaire supérieur à diagonale
unité.

3. Ecrire l’algorithme (pseudo-code) permettant de résoudre A⊤x = b connaissant A = LU. Remarque : ne pas
transposer les matrices L et U mais utiliser L j,i lorsque l’algorithme a besoin de (L⊤)i, j. Calculer le nombre
d’opérations de cet algorithme.

Pour des besoins ultérieurs on notera resoud AT x eq b(L,U,b) une fonction qui implémente cet algo-
rithme.

4. Voici l’algorithme de Boyd et Hager permettant d’approcher la norme 1 d’une matrice B de taille n × n :

Etant donné B, l’algorithme * calcule γ ≤ ∥B∥1 et x tel que ∥Bx∥1 = γ∥x∥1 :
x← ones(n)/n (soit xi ← 1/n, i = 1, . . . , n)
répéter

y← Bx
ξ ← sign(y)
z← B⊤ξ
si ∥z∥∞ ≤ z⊤x

γ ← ∥y∥1
retourner γ et x (sortie de la boucle répéter et fin de l’algorithme)

x← e j où j est le plus petit entier tel que |z j| = ∥z∥∞

On montre qu’en général cet algorithme se termine en quelques itérations et donne un γ supérieur à
∥B∥1/10 ce qui est suffisant pour le but cherché (détecter un système linéaire instable par rapport au epsilon
machine).

(a) En supposant que l’algorithme se termine effectivement, montrer qu’on a bien γ ≤ ∥B∥1.
(b) Il semble bizarre d’utiliser cet algorithme pour estimer ∥B∥1 puisqu’on dispose d’une formule exacte...

Montrer qu’on peut l’adapter pour calculer ∥A−1∥1 sans connaı̂tre A−1 mais en résolvant des systèmes
linéaires de la forme Ax = b et A⊤x = b ce qui est facile si on connaı̂t la factorisation LU de A.
Ecrire l’adaptation de cet algorithme permettant d’approcher ∥A−1∥1 connaissant la factorisation LU de
A. Utiliser les fonctions resoud A x eq b(L,U,b) et resoud AT x eq b(L,U,b) précédentes.

*. La fonction sign renvoie un vecteur de même taille que son argument avec ξi = 1 si yi > 0, ξi = −1 si yi < 0 et ξi = 0 si yi = 0. La
notation e j désigne le j ème vecteur de la base canonique.
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