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Chapitre 1

Introduction

Soit 2 € RY(N < 3) un domaine représentant une région de l’espace. Le
domaine 2 sera toujours supposé borné et régulier. La dynamique d’un fluide
visqueux incompressible peut étre décrite par les équations de Navier-Stokes ou
les inconnues sont la vitesse u = u(x,t) et la pression p = p(x,t) du fluide au
point x = (z1,--- ,zn) € Q et & l'instant ¢. La vitesse est une fonction vectorielle
u=(ug, - ,uyn) € RN avec u; = u;(x1,--- ,xn,t) et la pression p est une fonction
scalaire. Les équations de Navier-Stokes sont :

(1.0.1) p(ug+(u-V)u) —vAu+Vp = f dans Q xR,
(1.0.2) divu = 0 dans QxR*.
La densité p > 0 du fluide est choisie constante et v > 0 désigne la viscosité
dynamique du fluide. Enfin, f = (f;, -+, fy) représente une densité massique de

forces extérieures (la gravité par exemple). Les différents opérateurs différentiels
intervenant dans les équations de Navier-Stokes sont définis de la fagon suivante :

0 0 Y. Hu
v(ﬁml’”.’(‘)m\/)’ (U‘V)U*Zui =

_ N _
Au = 83: eR divu = Z

Aux équations de Navier-Stokes (1.0.1), (1.0.2), on ajoute une condition limite de
type Dirichlet sur le bord 992, ¢’est-a-dire

(1.0.3) u(x,t) = g(x,t) pourx € dQ, t>0.

Dans la plupart des cas, on choisira la condition de non-glissement u = 0 sur 9f).
Enfin, on ajoute une condition initiale sur la vitesse :

(1.0.4) u(x,0) =ug(x) pour x € 09,

oll ug est une fonction donnée.

1. Adimensionalisation

Soit U € R une vitesse caractéristique de ’écoulement étudié (par exemple
liée & une condition limite non-homogeéne) et L une longueur caractéristique (par
exemple le diamétre de €2). On considére le temps caractéristique T'= L/U et on
pose

(1.1.1) i= t

ﬁ(iaf) = ) ﬁ(ia ) -

x
L’



6 1. INTRODUCTION

Les nouvelles vitesse et pression u et p vérifient alors

U. Ut N\ U U -
p (Lu{—i- T(u . V)u) - VﬁAu—l— TVp =f dans Q x RT.
Les (nouveaux) opérateurs différentiels V et A ci-dessus sont relatifs a la (nouvelle)
variable x. On obtient ainsi

1 .
(1.1.2) Ot (3 V)i - oA+ Vp = f dans Qx RT,
(1.1.3) diva = 0 dans Q x RT,

- L
avec f = ﬁf et Re est le nombre de Reynolds défini par
p

(1.1.4) Re = Ep.
v

Le nombre 7 = v/p représente la viscosité cinématique. Par exemple, on a 7 =
0.15-10~* m/s pour l'air et # = 10~% m/s pour I’eau. Le tableau suivant indique
quelques valeurs du nombre de Reynolds.

U LI  |[Re=LU/p
bactérie (dans I'eau) | 100 pm/s | 0.1 pym 10°
protozoaire 107t em/s | 1072 cm 107t
guépe 2 cm/s 2 cm 26
papillon 1m/s 5 cm 3333
pigeon 5m/s 30 cm 10°
poisson (hareng) 1.67 m/s 30 cm 5-10°
poisson (saumon) 12.5 m/s 1m 1.25-107
automobile 100 km/h 3m 5106
avion (airbus A330) | 860 km/h 60 m ~ 10°

Le nombre de Reynolds caractérise le type d’écoulement étudié. Mathématique-
ment, il prend en compte le terme de viscosité du laplacien de la vitesse.

2. Réductions des équations

Les équations de Navier-Stokes se réduisent aux équations de Stokes ou d’Euler
selon que le nombre de Reynolds Re est petit ou grand.

Pour Re < 1, les effets dus a la viscosité sont dominants. Si on pose p’ = LUpp =
vRep et f' = vRef, I'équation (1.1.2) devient

1 1 1
—A —Vp = —fF.
Re u VR@Vp vRe

En faisant tendre Re vers 0, on obtient alors les équations de Stokes stationnaires
(on oublie les primes) :

u + (u-Vju-—

(1.2.1) —vAu+Vp = f dansQ,
(1.2.2) divu = 0 dans Q.
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Pour Re > 1, le terme de convection nonlinéaire (u - V)u est dominant; dans ce
cas, en faisant tendre Re vers +oo dans l’équation (1.1.2) (ou bien en prenant
directement v = 0 dans (1.0.1)), on obtient les équations d’Euler (sans les tildes) :
(1.2.3) w+(u-Viu+Vp = f dans QxRT,
(1.2.4) divu = 0 dans QxR*.

Les principales difficultés pour étudier et résoudre les équations de Navier-Stokes
(1.0.1), (1.0.2) sont d’une part le couplage vitesse/pression et d’autre part la pré-
sence du terme de convection nonlinéaire (u - V)u.

D’un point de vue numérique, la résolution des équations de Navier-Stokes
utilisera dans de nombreuses méthodes la résolution intermédiaire de problémes de
Stokes. Le probléme de Stokes est un probléme couplé vitesse/pression mais linéaire.
On va d’abord étudier le probléme de Stokes puis on développera et on analysera
des schémas numériques pour les équations de Navier-Stokes.






Chapitre 2

Equations de Stokes

Soit 2 € RM(N = 2 ou 3) un domaine borné et régulier. On considére le
probléme de Stokes sous la forme suivante, avec v > 0 :

(2.0.5) —vAu+Vp = f dansQ
(2.0.6) divu = 0 dans Q.
(2.0.7) u = 0 sur oS

1. Quelques rappels

Commengons par quelques rappels utiles par la suite.

Formules de Green : a) Pour tous champs scalaires v, w réguliers, on a

(2.1.1) /Aw vdx—/Vw Vvdx—/ —vda
o0 0

oll n est la normale unitaire extérieure a Q.

b) Pour tous champs vectoriels v, w réguliers, on a
ow

-vdo
oQ 5n ’

(2.1.2) —/Aw~vdx:/Vw:Vvdx—
Q

avec Vw : Vv = Z Z Jwi 9v;

=1 =1 61’j al'j
Formule de la divergence : Pour tout champ vectoriel v régulier, on a
(2.1.3) divvdx = / v -ndo,
Q o0
ou n est la normale unitaire extérieure a 2.

2. Formulation mixte du probléme de Stokes

On va établir une formulation variationnelle mixte du probléme de Stokes
(2.0.5), (2.0.6). Pour ¢a, on multiplie ’équation (2.0.5) par une fonction test v
qui s’annule sur le bord 0f) et on intégre sur € :

—V/Au~vdx+/Vp-vdX:/f-vdx.
Q Q Q

En utilisant la formule de Green (2.1.2), en intégrant par parties le terme de pression
et enfin en tenant compte du fait que la fonction test v s’annule sur le bord du
domaine, on obtient

1//Vu:VvdX—/pdivvdx:/f-vdx.
Q Q Q

9
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On introduit alors les formes bilinéaires suivantes :
a: HY(Q)Y x 1L Q)Y - R

2.2.1
( ) a(u,v) =v | Vu:Vvdx,
Q

b HY(Q)Y x L2(Q) = R

b(u,q) = — /ﬂ(div u)q dx.

On a besoin également d’introduire ’espace
(2:23) L30) = (g € L), [ adx =0}
Q

I'espace des fonctions de L?(£2) & moyenne nulle. La formulation variationnelle mixte
du probléme de Stokes s’écrit alors

(2.2.2)

Trouver (u,p) € H&(Q)N x L3(9) tels que

(2.2.4) y/Vu:Vvdx—/pdivvdx = /f-vdx vv e Hy ()Y
Q Q Q

(2.2.5) /Q(divu)qu = 0 VYge Li(Q).

Remarque. Dans la relation (2.2.5), il est équivalent de prendre des fonctions test
dans L%(Q) (c’est-a-dire non nécessairement a moyenne nulle). En effet, supposons
que (2.2.5) soit satisfaite. Pour » € L?(Q2), on note ¥ sa valeur moyenne i.e. 7 =

— | rdxetona
Q] Ja

/Q(diVU)rdx - /Q(divu)(r—F)abH_g/(divu)dx

Q

/Q(diVU)(T—F)dx—FF/ u - ndx.

o0

Or, r —7 € L3() et par conséquent pour u € H&(Q)N satisfaisant (2.2.5), on
obtient

/ (divu)rdx = 0.
Q
O

Avec les notations précédentes, la formulation mixte du probléme de Stokes
s’écrit :

Trouver (u,p) € H(Q)" x L2(Q) tels que
(2.2.6) a(u,v) +b(v,p) = (£,v) YveH Q"
(2.2.7) b(u, q) 0 VgeL3(Q).
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Remarques.

(1) Il est important de chercher la pression p & moyenne nulle. En effet, si p
vérifie ’équation (2.0.5) de Stokes alors il en est de méme pour p + C' ou
C est une constante quelconque. Comme on le verra, espace LZ(Q) des
fonctions & moyenne nulle assure I'unicité de la pression.

(2) Le terme “mixte” faite référence a la formulation vitesse/pression. Un autre
cadre fonctionnel est possible. Soit V = {u € [H}(Q)]V | divu = 0 dans Q}.
La facon dont (2.2.6),(2.2.7) détermine la vitesse u est équivalente au pro-
bléme suivant :

(2.2.8) Trouver u € V tel que a(u,v) =(f,v) VveV.

D’ aprés le Lemme de Lax-Milgram, le probléme (2.2.8) admet une unique
solution u € V (la forme a est continue et coercive sur V). C’est d’ailleurs
de cette fagon qu’on peut établir I'existence et 1'unicité d’une solution du
probléme mixte (2.2.6),(2.2.7).

3. Condition ’inf-sup’ continue

3.1. Un résultat abstrait pour les problémes mixtes. Soit X et Y deux
espaces de Hilbert et deux formes bilinéaires

a: X xX—=>R

b: X xY —R.
On note || - || x (resp. || - |ly) la norme sur X (resp. sur Y'). Les formes a et b sont
supposeées continues. Etant donné f € X’ on cherche (u,p) € X XY tels que
(2.3.1) a(u,v) +b(v,p) = < fiv>x x WweX
(2.3.2) blu,qg) = 0 Vgev.

THEOREME 2.1. On fait les hypothéses suivantes :

(1) La forme a est coercive sur X :
Il existe o > 0 tel que  a(v,v) > aljv|% Yv e X.

(2) La forme b satisfait la condition “inf-sup’ :

b
1l existe 8 > 0 tel que sup (v, q) > Bllqlly VqeY.
vex  Ivllx
v#0

Alors le probléme (2.3.1),(2.3.2) admet une unique solution (u,p) € X x Y.

Remarque. La condition (2) du théoréme précédent implique

b(v,q)

inf sup ——— > (.
o Tollxlialy
970 0

Démonstration du théoréme. Soit V ={v € X | b(v,q) =0Vq € Y}. V est un sous-
espace fermé de X. La fagon dont le probléme (2.3.1),(2.3.2) détermine la vitesse
u € X est équivalente au probléme

(2.3.3) Trouver u € V tel que a(u,v) =< fv >x/x VYveW
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La coercivité de a implique que (2.3.3) admet une unique solution v € V (Lax-
Milgram). On cherche alors p € Y tel que

(2.3.4) bv,p) = —a(u,v)+ < f,v>x x WYwveX.

On pose F(v) = —a(u,v)+ < f,v >x/ x et on remarque que F(v) =0, Vv € V. On
peut donc se restreindre a des fonctions v € V+ = {v € X | (w,v)x =0, Vw € V}.
Plus précisément, le probléme (2.3.4) est équivalent a chercher p € Y tel que

(2.3.5) b(v,p) = Fv) Yve V™t

En effet, supposons que (2.3.5) soit vraie. Montrons que (2.3.4) est alors vérifiée.
V étant fermé dans X, ona X =V @ V=+. Soit v € X avec v =v; + vy et v1 € V,
vy € VL. On a b(v,p) = b(vy,p) + b(va,p) = 0+ F(v2) = F(v1) + F(ve) = F(v) car
F(v1) = 0 puisque v, € V.

Pour p € Y donné, la forme linéaire v ~— b(v, p) est continue sur V*. L’espace
VL est un espace de Hilbert muni du produit scalaire sur X. Par le Théoréme de
Riesz, il existe alors un unique Tp € V= tel que

(2.3.6) b(v,p) = (Tp,v)x YveV?t,

b(v,p
(2.3.7) ITollx = 1Pl ay = sup 20P)
S0 Yol

Ceci définit un opérateur T linéaire et continue sur Y car d’aprés (2.3.7) et la
continuité de b, on a ||Tp||x < C||p|ly. On va montrer que

Im(T) < {Tp | peY}=V"
On pourra alors conclure de la facon suivante : on a F € (V1)’ donc d’aprés le
théoréme de Riesz, il existe w € V- tel que F(v) = (w,v)x, Yv € V1. Puisque
Im(T) =V, pour w € V+ il existe p € Y tel que Tp = w et on a
b(v,p) = (Tp,v) = (w,v) = F(v) Yve V™t

Il reste donc & montrer que Im(T) = V+. Montrons tout d’abord que Im(T)
est fermé dans V1. Soit une suite (p;) € Y telle que Tp; — w dans V*. La suite
Tp; est une suite de Cauchy dans V+. Par la condition ’inf-sup’, on a

b’l}?p'_pk)
Blo —prlly < sup S0P ZPx)
S T olx
bv7p‘_pk?
— sup 0PI g .
S T el

Par conséquent, (p;) est une suite de Cauchy dans Y et p; — p dans Y. Par
continuité de T, on a T'p = w et donc Im(T) est fermé dans V+. Ainsi on a

V= Im(T) @ (Im(T)) ™.
En particulier, Im(T) N (Im(T))> = {0}. On suppose que Im(T) # V+ donc
(Im(T))* # {0}. Soit alors v € (Im(T))", v # 0. Pour tout ¢ € Y, on a b(v,q) =
(T'q,v) = 0 donc v € V, ce qui contredit le fait que v € (Im(T))" et v # 0 donc
nécessairement
Im(T)=V*+.

Le théoréme est ainsi démontré. O
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3.2. Condition ’inf-sup’ pour le probléme de Stokes. On souhaite a
présent vérifier les hypothéses du Théoréme 2.1 pour le probléme de Stokes avec
X =[H}N, Y = LE(Q) et les formes a et b définies par (2.2.1) et (2.2.2).

x La forme a est continue et coercive sur [Ha ()] x [H(Q)]V. En effet, pour tout
u et v dans [H(Q)], on a

N
a(u,v)zu/Vu:VvdXZVZ/Vui-Vvidx.
Q /e

Par inégalité d’Holder, il vient
N
a(u,v) < VZ IVugll Loy [Vvill Loy
i=1
V||Vu||L2(Q)N ||VV||L<Q)N

IN

< vlullm @ IVla @~ Yu,v e [Hy ()Y,
ce qui établit la continuité de a. Par ailleurs, 'inégalité de Poincaré
[ull @y < ClIVullp2@y Ya e Hy(Q)V,
entraine la coercivité de a car

a(u,u) = v|[Vu|Za g > l[ulfp g Yue Hy(Q)Y.

x La forme b est continue sur [H} Q)] x L%(Q) :

b(v,q) = — / (divv)gdx < HVHHl(Q)N”qHLQ(Q) Vv € Hl(Q)NNq € LQ(Q).
Q

* Condition ’'inf-sup’ pour b. Pour établir que la forme b du probléme de Stokes
vérifie la condition ’inf-sup’, on a besoin du résultat préliminaire suivant :

LEMME 2.1. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout p € L*(Q), il
existe v € [HY(Q)]N tel que

dZ"UV =P et ||V||H1(Q)N S C||p||L2(Q)

De plus, si p vérifie fﬂpdx =0 alors on peut prendre v € [H}(Q)]V.

Démonstration du Lemme 2.1. On montre le lemme pour le cas N = 2. Le domaine
Q) étant supposé régulier, il existe une unique fonction w € H?(Q2) telle que

—Aw = p dans ()
w = 0 sur Jf.

De plus, il existe une constante C' > 0 indépendante de p telle que
1wl z2@) < CllpllL2(0)-

On choisit alors v = —grad w et la premiére partie du Lemme est établie.
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On suppose maintenant que [, pdx = 0. Il existe alors un unique w € H 2()
avec [, wdx =0 tel que

—Aw = p dans
ow
n 0 sur 0N

et de plus on a
[wllz2@) < CllpllL2(0)-
On pose v; = —grad w de sorte que
divvy, = p et ||V1||[H1(Q)]2 < CHp”LQ(Q).

De plus, on a

0
Vijpo -0 = —(gradw)|spn -n = ~ 2 0 sur 09

on

Ou
On rappelle le résultat de trace suivant : L’opérateur v : u — (uag, 3) est
n

linéaire, continue et surjectif de H2(Q)N sur [H3/2(09Q)]? x [H/?(99)]?. Par consé-
quent, il existe u € [H?(Q2)]? tel que
u = 0 surodQ
Ju
On

ou t est le vecteur unitaire tangent a 9€2. De plus, on a

= wvi-t sur 99

IN

Ju
(238) ||u||[H2(Q)]2 C (||81’1||[H1/2(8Q)]2 + ||11||[H3/2(89)]2>
(2.3.9) < Celvallim @2

A

L’inégalité (2.3.8) vient de ce que 'application trace - est ouverte : v : £ — F
linéaire continue et surjective = 3¢ > 0 tel que Br(0,c¢) C v (Bg(0,1)). L'inégalité
(2.3.9) vient de la continuité de I'application trace . On pose alors

Ju  Ju
(2.3.10) vy =rotu = (33”2, _8331> .
On obtient
(2.3.11) divve = divrotu =0 dans 2
et vojpo -n =rotu-n =gradu-t =0 sur JQ car u = 0 sur Q. De plus, on a
Vajgn -t =rotu-t = —gradu-n= —g—z = —V1jpq - t sur 9. Ainsi, on obtient
(2.3.12) vy = —v; sur 0.

On pose enfin v = vi + vo et on obtient

(2.3.13) divvy = p dansQ
(2.3.14) v = 0 surdQ
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On a de plus,
IVl e < Vil @ + vl @)z
< C(Ivillre + llallgrz)z)
S C||V1H[H1(Q)]2
< COllpllzz)-

O

Pour établir les conditions 'inf-sup’ pour le probléme de Stokes, on procéde de la
fagon suivante. Soit ¢ € L3(£). D’apreés le Lemme 2.1, il existe w € [Hg ()] tel que
q = —divw et ||w| g1~ < Cllgllr2(). On a alors b(w,q) = — [, (divw)gdx =
||q||%2(ﬂ) et par conséquent

bw,q) 1 blw,q) _ 1

Wl gy — C lqllz2 ) S

||qHL2(Q)~

Par conséquent, b vérifie la condition ’inf-sup’ avec 8 = 1/C > 0 ou C est la
constante du Lemme 2.1.

Conclusion. Le probléme de Stokes (2.2.6), (2.2.7) admet une unique solution (u, p) €
Hy (N x L§(Q).

Remarque. Si u est solution du probléme de Stokes (2.2.6),(2.2.7), alors elle vérifie
a(u,v) = (f,v) pour tout v € V, ce qui est équivalent au probléme
1
iréi‘r/l ia(v,v) — (£,v).

En fait, le probléme de Stokes en formulation mixte correspond au probléme de
point selle :
1
minmax —a(v,v) + b(v,q) — (f,v).
it max S a(v,v) + b(vq)  (£,V)
Ainsi, la pression peut étre vue comme un multiplicateur de Lagrange de la contrainte
de divergence nulle.

4. Approximation par Eléments Finis et condition ’inf-sup’ discréte

On se place désormais en dimension N = 2 (sauf mention contraire explicite)
et on utilisera des Eléments Finis triangulaires de Lagrange.

On suppose que €2 est un domaine polygonal de sorte que € peut étre exacte-

ment triangulé par :
Q=UK;,

ol K; est un triangle! (fermé) tel que K; N K; = () ou 1 sommet ou 1 coté entier %,
pour i # j.

On note {a;} les sommets des triangles. La taille du maillage est caractérisée
par

h =maxhg,
K

1. un tétraédre en dimension N = 3
2. une face ou une aréte en dimension N = 3
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ol hg est la taille du triangle K définie par
hxg = max |a; — a;|.
K aq,a;j é(K| ! j‘
De facon équivalente, hx peut étre définie comme le diamétre du triangle K i.e.
le diamétre du cercle circonscrit au triangle K. On note alors 7, la triangulation
formée des triangles {K;};.

On supposera également que le domaine €2 est convexe, et ceci essentiellement
pour avoir la régularité de la solution de probléme elliptique dans 2.

Enfin, P, k > 0, désignera ’espace des polyndémes a N variables de degré total
inférieur ou égal a k.

4.1. Quelques rappels et compléments sur les Eléments Finis. On
donne quelques rappels élémentaires sur les Eléments Finis.

* Triangulations réguliéres. La triangulation 75 de Q est dite réguliére s’il existe
o > 0 indépendant de h et de K tel que

h
JK::—Kga VK € T,
PK

ol px est la rondeur du triangle K définie par
pi = sup{diameétre de B; B boule contenue dans K}.

Le rapport o mesure 'applatissement du triangle K (o = /3 pour K équilaté-
ral). Plus précisément, si hx désigne la longueur du plus grand c6té du triangle K
et si Ok est le plus petit angle de K, alors on peut montrer que
1+sinf%  p 1
¥ < DK < —
sin 0 PK tan =3¢

La triangulation 7;, est dite uniformément réguliére (ou quasi-uniforme) s’il existe
o >0 et ¢/ > 0 indépendants de h et de K tels que

oh<hg <opxg VK EcT,.

% Coordonnées barycentriques. Les coordonnées barycentriques d’un point x € R?
par rapport aux 3 sommets a;, as,asz d’un triangle K sont les fonctions A; = \;(x)
telles que
)\1' € Pl, /\i(aj) = 5ij pour 1 § Z,] S 3,
ou d;; désigne le symbole de Kronecker. Les coordonnées barycentriques ont les
propriétés suivantes :
3
=1,
i=1

3
P= Zp(ai)Ai Vp € Py.
i=1
Formule d’intégration. Pour tout k1, ko, ks > 0,
kilkolks!
(24 k1 + ko + k3)!

(2.4.1) / B2 \Es gx = 9| K|
K

* Elément de référence. Soit la transformation affine Fi qui transforme le triangle
de référence K en le triangle K ie. Fix(K) = K (cf. Figure 1).
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a
Fp 3
K
I 612
(0,0) (1,0)

F1GURE 1. Triangle de référence - Transformation affine.
La transformation Fi est définie par Fx(X) = BxX + bx avec
B — (:cz —x1 a3 — x1) , <fc1> 7
Y2—Y1 Ys— W1 Y1

ou les (z;,y;) sont les coordonnées des sommets a;. On rappelle les propriétés sui-
vantes :

9|K| = |det Bg|,

hi _ hy
IBrllz < =, [Bg'l2 < %
PK PK
Par changement de variables dans les intégrales et en utilisant les propriétés ci-
dessus, on peut montrer le résultat suivant.
PROPOSITION 2.1. Pour m > 0 entier, l’application v — 0¥ = v o Fx est un

isomorphisme de H™(K) sur H™(K) et il existe Cy,Cy > 0 ne dépendants que de
m, telles que

Vo e H™(K)

hi .
V], < Cl@hﬂm,k

hm
|’IA}|mR < 027K|U‘m7[( Yov € I{m([()7
, DK
/
ol || m, i désigne la semi-norme dans H™(K) i.e. |v|m x = (Z|a|:m HDO‘U||2L2(K)) .

* Inégalités inverses.

PROPOSITION 2.2. On suppose que Ty est uniformément réguliére. Soit K € Ty,
et P un sous-espace de dimension finie de H'(K) N H™(K) avec 0 < m < I. II
existe C' > 0 indépendante de h et K telle que

Hv”Hl(K) < Chm_lHUHHm(K) v e P.

Démonstration pour le cas m = 0. Par ’équivalence des normes dans P, on a
”@”Hl(k) < C’||17||L2(f<) YveP, v=vo Fg,
ou C' > 0 ne dépend que de K et l. D’aprés la Proposition 2.1, on obtient

C’&

. . . 1
I wlie < 10l & < 10l gy < Cllollpegry < Cl/p?”'””ﬁ(l()-
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k=2 k=3

FIGURE 2. Exemples de treillis d’ordre 2 et d’ordre 3.

On en déduit

hk
o], < CFHUHLQ(K)'

K
+1
h h 1 C !
Or TKl = (K> X 0 < - < — car Tr est uniformément réguliére. Par
PK PK hix = hg — h

conséquent, on obtient
lolix < Ch7 o]l

et donc
1 1 1
vl < Lt ot os+t o vl 22 ()

On a certainement h < C|Q|'/2 i.e. 1 < C|Q|Y/?/h, ce qui entraine

C
vl < ﬁH’UHLZ(K)»

ou C' > 0 dépend de || mais pas de K ni de h. O

* Interpolation. On appelle treillis d’ordre k du triangle K de sommets aj, as, ag,
lensemble (cf. Figure 2)

3 5 12 k—1
Sk=4x=) Naig Y A= N€{0, 52 1 e

i=1 i=1
On note
(2.4.2) W, = {veC®Q)|vxePy VK € Tp}
(2.4.3) X, = WunHHQ)

PROPOSITION 2.3. On suppose que Ty, est réguliere et k > 1. Il existe un opé-
rateur Iy, € £ (H?(Q); Wy) N L (H2(Q) N H(Q); Xy) défini sur chaque élément K
par :

(244) Ih’U‘K € Py, Ih’U(X) = U(X) Vx € Yk,
tel que pour2 <s<k+1:
||U — IhUHLz(Q) + hHV(’U — Ih”U)HL2(Q) < OhS|U|Hs(Q) Yv € HS(Q),

ot C > 0 est indépendante de h et v.
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Il s’agit ici d’un résultat d’interpolation pour des fonctions réguliéres, en tout
cas qui sont continues pour pouvoir donner un sens a (2.4.4). Les fonctions v de
la Proposition 2.3 sont bien continues car H2(Q) < C°(Q) pour N < 3. Pour des
fonctions non-réguliéres, on a le résultat d’interpolation suivant.

PROPOSITION 2.4. On suppose que Ty, est réguliére et k > 1. Il existe un opé-
rateur Ry, € L (H(Q); Xy) et une constante C > 0 indépendante de h tels que

H’U — RhUHL?(Q) + h”V(U - Rh’l))HLz(Q) < Ch|U|H1(Q) Yv € H&(Q)
Démonstration. Soit v € Hg (). On définit Ryv € A), par la solution de

(2.4.5) / V(Rpv —v) - Vuprdx =0 Yoy, € X,
Q

Par le Lemme de Lax-Milgram, le probléme (2.4.5) admet une unique solution donc
lopérateur Ry, : H}(Q) — Xj, est bien défini et de plus il est linéaire. Montrons
qu’il est continu. On prend v, = Rpv dans (2.4.5) et il vient

IVRy[[720) = /Vv~Vthdx
Q
< VRl L2 Vvllz2(0)
d’ou
(2.4.6) IVRyv||L20) < [|VV]|L2(0)-

Il reste a établir I'estimation d’erreur de la proposition.

Estimation H'. D’aprés (2.4.6), on a

(2.4.7) IV(Rhv —v)|lL2(0) < 2(IVY| L2

Estimation L2. On utilise un argument de dualité de type Aubin-Nitsche. La so-

lution Rpv de (2.4.5) peut étre interprétée comme la solution Eléments Finis du
probléme

—Au = [ dans
u = 0 sur 09,

avec f = Av € H~1(Q2). On rappelle qu'on a supposé le domaine 2 polygonal
convexe. On considére alors la solution w € H?(€2) du probléme

(2.4.8) —Aw = e dans(
(2.4.9) w = 0 surdQ,
avec e = Rpv — v € L*(). On a de plus

(2.4.10) ol a2 < Cllell e,

ou C > 0 est indépendante de e, c’est-a-dire indépendante de v et h. On a

|Rpv — v||%2(9) = / (Rpv —v)(Rpv —v) dx
Q

Vw-V(Rpv —v)dx, d’aprés la forme faible de(2.4.8),(2.4.9),

Q
/ V(w — Iyw) - V(Rpv — v) dx
Q
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car Inw € Ay et d'apres (2.4.5), on a [, VIyw - V(Rpv — v)dx = 0. Ainsi, par
inégalité d’Holder,

< IV(w = Lyw)|[ 2 @) IV(Rrv — ) || 22 ()

< Chlw|p2)||V(Ryv —v)||2(), d’aprés la Proposition 2.3
< Ch||Rpv — vl 120 [|VV| 12y, d’aprés (2.4.10) et (2.4.7).

| Rhv = v]|32 (0

Ainsi,
[Rrv — vl|r2(0) < Chl|Vvl|L2(q),
ot C' > 0 est indépendante de v et h. O

4.2. Formulation mixte approchée. Pour discrétiser le probléme de Stokes
par Eléments Finis, on va utiliser la formulation mixte car il est en général difficile
de discrétiser ’espace V' c’est-a-dire de construire une base & divergence nulle.

On rappelle qu’on se place toujours en dimension N = 2. Soit X}, C X =
[H}(Q)]? et YV}, C Y = L3(2), deux sous-espaces de dimension finie. La formulation
mixte approchée s’écrit de fagon abstraite :

Trouver up € Xy, pn € Yy tels que

(2.4.11) a(uh,vh)+b(vh,ph) = (fh,vh) Vv, € Xp
(2412) b(uh,qh) =0 thEYh.

On suppose que les espaces X}, et Y}, sont tels que la forme b vérifie la condition
‘inf-sup’ discréte suivante sur Xj X Y :

1l existe B* > 0 indépendante de h tel que Vqy, € Yy, vy, € Xy, vi, # 0 tel que
(2.4.13) b(vh: qn) = B [[vallxlanly-

Sous la condition ’inf-sup’ discréte (2.4.13), la formulation mixte approchée
(2.4.11),(2.4.12) admet une unique solution (uy, pp) € Xp, X Y, (Théoréme 2.1).

Il faut faire attention au choix des espaces d’approximation Xj et Yj pour
la vitesse et la pression. Ils doivent étre choisis de telles sorte que la condition
"inf-sup’ discréte (2.4.13) soit satisfaite. Dans ’exemple suivant, on considére I’ap-
proximation IP; /Py et on montre que le probléme associé est mal posé & cause d’'un
phénomeéne de verrouillage sur la vitesse. On montre également que la condition
‘inf-sup’ discréte n’est pas satisfaite pour cet exemple.

Exemple Py /P; (contre-exemple).

On considére les espaces d’approximation suivants.

W, = {Uh S Co(ﬁ) ‘ Uh|K cPq, VK € 771},
X, = WuxX,nHNQ)?,
Y, = W,nLiQ).

1) Verrouillage numérique. On peut montrer que dans cet exemple, le probléme
(2.4.11),(2.4.12) est mal posé. En effet, soit

Vi, = {Vh c Xy, | (diVVh,qh) =0, th € Yh}.
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0 0
‘< 0
0
0
0
0
FIGURE 3. Exemple P; /Py : verrouillage numérique de la vitesse.

Alors, en général, on a Vj, = {0}. Par exemple, choisissons le domaine €2 comme sur
la Figure 3 avec la triangulation indiquée. Soit ¢y € W, tel que

{ 1 siQ=P,

0 ailleurs.

on(Q) =

Tout v;, € X, s'écrit v (x) = vip(P)on(x) et on a divvy, = v (P) - V. Soit
maintenant v, € V. On a

(2.4.14) 0= (divvp,qn) = vp(P) - /Q(Vgph)qh dx.

On choisit g, = 21 € W},. Par intégration par parties (@5 = 0 sur 9€2), on obtient

(2.4.15) /Q(chh)qh dx = — /Q enVan dx = — (é) /Qcph dx # 0.

Par conséquent, avec (2.4.14) et (2.4.15), on obtient [v,(P)]; = 0. De méme en
prenant g, = x2 € Wj, on obtient [v,(P)], = 0 et ainsi v;, = 0. Il s’agit d'un
phénomeéne de verrouillage numérique de la vitesse.

i1) Condition “inf-sup’ non satisfaite. On peut également montrer qu’avec cet exemple,
il n’y a pas unicité de la pression pj,. En effet, admettons pour I'instant 1’existence
d’une fonction p; € Y}, telle que

(2416) (le Vh,p;;) =0 Vv, € X,
Dans ce cas, on a
(divvp, g +cpf) = (divva, qn) Vv € Xy, Vg, € Yy, Ve €R.

Par conséquent, si py, est solution alors pj, + cpj, est encore solution. Il n’y a donc
pas unicité de la pression.

Pour montrer qu’il existe bien p; € Y} vérifiant (2.4.16), on prend ’exemple
ou le domaine €) est un carré avec une triangulation uniforme comme indiqué sur
la Figure 4. Soit p; € W}, la fonction qui vaut alternativement 0, 1 et —1 sur les
sommets ; chaque triangle doit avoir exactement ces 3 valeurs a ses sommets (voir

Figure 4). On a bien p; €Y}, car / py, dx = 0. En effet, on a
Q

3
[riax=% [ iax= S B a0
@ K 7K K i=1
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1 0 -1 1
0
0 -1 7
_ -1
1 ; .

1 0 -1 1

FIGURE 4. Exemple P;/P; : non unicité de la pression.

ott aff désigne les sommets du triangle K. Or, par construction de Dy, on a

3
Zp;;(af() = 0 et donc on a bien / pp, dx = 0. De plus,
i=1 Q

(divvh,p;;):z/ (divvh)p;dx:Z(divvh)|K/ pi dx.
= /K K

K

Par construction de p;, on a encore / ppdx = 0 et donc (divvy,p)) = 0. La
K
relation (2.4.16) est ainsi vérifiée.

L’existence d’un pj, vérifiant (2.4.16) montre que la condition ’inf-sup’ discréte
(2.4.13) n’est pas vérifiée par les éléments Py /IP;.

On peut montrer de la méme fagon que la condition ’'inf-sup’ discréte n’est pas
non plus vérifiée par les éléments Py /Py ou l'espace d’approximation X pour la
vitesse est le méme que précédemment mais ot ’espace approché pour la pression
est donné par

Y, = {qh € L%(Q) | q’l\K S PQ, VK € 771}

4.3. Eléments Finis pour le probléme de Stokes.
i) Eléments Finis P1-bulle/P;.

Soient A\ AK A les coordonnées barycentriques par rapport & un triangle K. On
note € la fonction “bulle” associée au triangle K et définie par

K = { MOENE sur K,

(24.17) 0 ailleurs.

On a uﬁ( € P3 (d’ott le terme de fonction “bulle”) et u® = 0 sur le bord K. La
fonction “bulle” pX est continue sur . On considére alors le sous-espace X de
[H}(Q)]? défini par

3
(2.4.18)X;, = {vh € CO@)? | va(x) = 3 al K (x) + 855 (x)

i=1

avec oziK,BiK eR?, Vxe K, VK €Ty, et vj, = 0 sur 89}.
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L’espace X}, est composé des fonctions continues sur 2, nulles sur le bord et somme
d’une fonction affine par morceaux et d’une combinaison linéaire de fonctions “bul-
les” (les fonctions p sont nulles en dehors de K). On a dim X, = 2(Ns + Nt)
ol Ns est le nombre de sommets de la triangulation et Nt le nombre de triangles.
Pour la pression, on choisit

(2.4.19) Yy = {qh € C°Q) | qnx € P1, VK € Th} A L2(Q).

OnadimY, = Ns— 1.

Vérification de la condition ’inf-sup’ discréte pour Py -bulle/Py.

On doit montrer qu’il existe 5* > 0 tel que Vqp, € Yy, Juy € Xy, up # 0 tel que

(2.4.20) b(un, qn) > B*[unll a2 llanll L2 @)-

On suppose que la triangulation 7, est uniformément réguliére. Soit g € Y}
fixé. Puisque Y, C Y et que b vérifie la condition ’inf-sup’ continue sur X x Y, il
existe un u € X = [H(Q))? tel que

(2.4.21) b(u, qn) > Bllullar )2 llgnll 22 (@),

avec 8 > 0 indépendant de g, (en revanche u dépend bien str de ¢ ). Pour établir
(2.4.20), il suffit alors de montrer 'existence de u, € X}, tel que

(2.4.22) b(un, qn) b(u, qn),
(2.4.23) lunllzr@ < Cllullg )z,

N

ot C > 0 est indépendante de g, et h. En effet, si (2.4.22) et (2.4.23) sont vérifiées
alors on obtient (2.4.20) avec 8* = ($/C > 0. De plus, puisque Y, C H'(Q), la
relation (2.4.22) est équivalente a

/uh-thdx:/u'thdx.
Q Q

Or Vg, est constant sur chaque triangle donc il suffit de trouver u, € X}, tel que

(2.4.24) /uhdx = /udx VK € Ty,
K K

(2425) ||llh||H1(Q)2

ou C > 0 est indépendante de h.

Cherchons donc uy, € X, vérifiant (2.4.24), (2.4.25). Toute fonction v;, € X, est
déterminée de fagon unique par ses valeurs aux sommets des triangles n’appartenant
pas au bord 0} (i.e. les valeurs v, (a;), Va; sommet ¢ Q) et ses valeurs moyennes
fK v, dx sur les triangles K. En effet, pour vy, € X}, on a, pour tout K € Ty, :

IN

C||u||H1(Q)z,

vip(x) = th(aiK))\i(x) + B85 (x) vxe K

et A% est déterminé par la relation

3
/Vhdx:th(alK)/ )\Zde—&—BK/,uKdX.
K ] K K
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On choisit alors uy, € X}, tel que
(2.4.26) up(a;) = Rpu(a;) Va; sommets de Ty,
(2.4.27) / updx = / udx VK €T,

K K

ou Rpu € Xj et Uopérateur Ry est défini a partir de la Proposition 2.4. On a
besoin du projecteur Ry, car u € [H{ (€2)]? n’est pas nécessairement continue et cela
n’aurait pas de sens de parler de u(a;) ...

Il reste & établir 'estimation (2.4.25). On a

3
wyc = Y Rpu(@f )N 4+ g5k
i=1

soit encore

(2.4.28) up g = Rpujg + pE K.
On a donc
||uh||%11(g)2 = Z ||uh\|§{1(1<)2
KeTy,
2
< Z (IRnall g cxy2 + 185" e xcy)
KeTh
< 2% (IHRnuli e + 185 P o))
KeTn
= 2| Ruullf e +2 D IB5PI" 1 )
KeTy,
< Clulfipe+2 > 1B5PIu" 3k daprés la proposition (2.4),
KeTh

o C' > 0 est indépendante de u et de h. Par ailleurs, d’aprés (2.4.28) et (2.4.25),

on a
/ udx = / uy dx = / Rhudx—&—,BK/ p dx,
K K K K
d’ou
— Rpu)d
(2.4.29) gic = Jue(u = Fnw)dx
Jic n¥dx
D’aprés la formule d’intégration (2.4.1), on obtient
K
(2.4.30) / p dx = / MOAKANE 4x = 1K1
K K 60

Par Cauchy-Schwarz, I'expression (2.4.29) de 8% conduit a

|lu— Rpullr2(x)2
|K|1/2

8% < 60

™
Or |[K| > Zp%( (Paire d’un triangle est plus grande que celle du cercle inscrit) et
par conséquent
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car la triangulation est supposée uniformément réguliére. On obtient donc
C
K
87 < 7l = Rpull 22y
ou C' > 0 est indépendant de h et K. Par ailleurs, d’aprés la Proposition 2.1, on a

C (hK + hK)
PK

< (' indépendant de K et h.

IA

15 21 (202

On obtient donc,

C
[unlZ ) < Cllulltay + 7zl fna — u[Z2 (g2
On conclut en utilisant la Proposition 2.4 que
||uh||§11(9)2 < C”“H%{l(sz)z'

On a ainsi montré que ’élément P;-bulle/P; vérifie la condition ’inf-sup’ discréte.
O

Remarque. On peut remplacer la fonction “bulle” par une fonction nulle sur le bord
0K, affine par morceaux sur les 3 triangles obtenus en coupant K par son centre.
Cet élément vérifie aussi la condition ’inf-sup’ discreéte.

it) Eléments Finis Py /Py.

On choisit
(24.31) X, = {veC’Q)?| vk eP3, VK €Ty, v=0sur dQ},
(24.32) Y, = {qeC’Q)|qx €P1, VK € Tp} N LF(Q).

Les degrés de libertés pour la vitesse sont les sommets de la triangulation et les
points milieux des arétes des triangles de 7, (qui ne sont pas sur le bord 092). Les
degrés de liberté de la pression sont les sommets de la triangulation 7.

Vérification de la condition ’inf-sup’ discréte pour Py /Py.

On suppose que la triangulation 7y, est uniformément réguliére. On suppose en plus
qu’aucun triangle de T, n’a deuz cotés sur le bord OS), autrement dit tout triangle
a au moins un sommet a 'intérieur de Q. On veut montrer qu’il existe 5* > 0 tel
que Yqn € Yy, Juy € Xy, up # 0 tel que

(2.4.33) b(un, qn) > B*([un |l a2 llanll L2 @)-

Soit g, € Y}, fixé. On choisit u, € X, tel que u;, = 0 a tous les sommets de la
triangulation 7, ainsi qu’a tous les points milieux du bord 90f2. De plus, pour tout
point milieu m, intérieur & €2, on choisit :

(2.4.34) up - te(m.) = Vg te(m,),

(2.4.35) up - ve(m,) = 0,

ol v, désigne un vecteur unitaire normal au triangle K ayant m, comme point
milieu d’une de ses arétes et t. est un vecteur tangent unitaire correspondant (cf.
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Figure 5). Il est important de remarquer que Vg, -t.(m.) a bien un sens car Vg, - t.
est continue a travers l'aréte e. Puisque g, € Y3, C H'(Q2), on a

b(uhth):/uh’VthXZZ/ uy, - Vg dx.
Q = /K

Or Vg, est constant sur K donc par la formule d’intégration des points milieux
(exacte pour les polynomes Ps), on a

K|
Auh-thdX = /Kuhdx~th|K=|3 Z uh(me)-thuo

m.cK
m,.¢oQ
K
= B w tem) tem) - Ve
m.cK
m.¢0Q
- B s (9 tema) te(m) - Vo
3 %
m.eK
m.¢0Q
d’aprés le choix (2.4.34) de up. On obtient ainsi
K 2
/ u, - Vgpdx = % Z ‘VQMK'te(me)
K m.cK
m.¢oQ

La somme précédente porte au moins sur 2 points milieux internes d’aprés I’hypo-
thése qui a été faite sur la triangulation, a savoir que chaque triangle a au moins
un sommet a lintérieur de 2. On suppose alors que la somme porte au moins sur
les points milieux m.; et m¢.s comme indiqués sur la Figure 5. Montrons alors qu’il
existe une constante C' > 0 indépendante de K et h telle que

2 2

(2.4.36) > ’th|K~te(me) > C|Van k.
m.eK
m.¢oQ

Avec les notations de la Figure 5, on a th‘K = Ve + Qoles. Par conséquent,
on obtient

Van g -ter = 2Vez-ter,
Van g -tz = o1ver-tea.
Compte tenu de ’hypotheése faite sur la triangulation et rappellée ci-dessus, il vient
2
Z ‘V(Jhu( ~te(m,)

m.eK
m.¢0Q

2 2
Z ‘VQMK : tel(mel)’ + ’VQMK : teQ(me2)

= |agcos(m/2 + 0k )|* + |ay cos(m/2 + Ok ) |2

- (|042|2 + |a1|2) sin?(fg ),
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FIGURE 5. Vérification de la condition ’inf-sup’ pour I’élément Py /Py

ou Ok est angle entre les arétes el et e2 (cf. Figure 5). Or |th‘K|2 <2(|on]? +
‘O‘2|2)a donc

2 ]_ .
> IV e sin (0.

Z ‘VQh\K 'te(me)

m.cK
m.¢oQ

Par ailleurs, on a (cf. Figure 5)

H

sinfg = ———,
|y, — a

ot H est la hauteur du triangle K et aj, a; sont les deux sommets, extrémités de
laréte el. On a clairement H > pk et |ag — a;| < hx. On obtient donc

SiD@K > Z*K >

1
K 0

car la triangulation T, est supposée réguliére. Ainsi, on a

K| 2 1 2
/KUh'VthXZ@|V(]h|K| :&? KlVQh|K| dX.

En sommant sur les triangles K, on obtient
2
(2.4.37) b(un, qn) = ClIVanl72(a)
avec C = 1/(602) > 0 est indépendante de h. On note ¢X, pour i = 1,2,3, les

3 fonctions de base P, associées aux points milieux m;. Puisque u; est nul aux
sommets des triangles, on a sur chaque triangle K :

3
up =y un(my)ef.
=1

On en déduit

3
fanlZae =3 /K w2 dx < 03 fu(my) 2 /K oK 2 dx.
K

K i=1
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Or, on a [i. [pX[?dx < C'|K| o C' > 0 est une constante indépandante de K et
h. On obtient ainsi

3
lanFe gy < C" 1KY fun(my)?,
K i=1

Compte tenu de la construction de uy, on a

lup(my)| = [(up - e, (my)) te, [ = [up - te, (mi)]
= [Van - te, (m;)]
< |VC]h|K|
et donc
lunlZ20p < O IK|Vanx* = ClVanlZ: -
K
Ainsi,
(2.4.38) [unl[r2@)2 < ClIVan|20)
ot C' > 0 est indépendante de h. Les inégalités (2.4.37) et (2.4.38) montrent que
(2.4.39) b(un, qn) = Cllunll2)2IVanllr2 (o),

ou C > 0 est indépendante de h. Il ne s’agit pas exactement de la condition (2.4.33)
cherchée. Mais puisque la triangulation 7T, est supposée uniformément réguliére, on
a 'inégalité inverse

HuhHHl(Q)z < Ch~! ||Uh||L2(Q)2.

L’estimation (2.4.39) devient alors

(2.4.40) b(an, qn) = Chlfunl| ()2 Vanll 2 -

Soit v > 0 une constante indépendante de K et h, a fixer plus tard.
* ler cas: Si q vérifie

(2.4.41) lgnllL2(@) < YRIVanllL2 (),
alors d’aprés (2.4.40), on a

C
b(un, qn) > ;hHuh”Hl(Q)z||Qh||L2(Q)a

ce qui prouve la condition ’inf-sup’ discrete (2.4.33) pour gp vérifiant (2.4.41) avec
~v > 0 donné.

* 2¢me cas : Si g est tel que

(2.4.42) lanllz2@) > vl Vanl 2@,

alors dans ce cas on applique le Lemme 2.1 pour obtenir I'existence d'un w €
[H(Q)]? tel que divw = gy, et

(2.4.43) Wl ()2 < Cllanllzzo)-
De plus, par la Proposition 2.4, il existe R,w € X}, tel que
W — Rawl|r2(0)2 + h[|V(W = Raw)|[12(0)2 < ChIW|p1(0)2.
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FIGURE 6. Degrés de liberté pour la vitesse dans ’élément Pq-iso-Py /P;.

On a
b(Rpw,qn) = (divRyw,qp)
(divw, gn) + (div (Raw — W), qn)

a2y — / (Raw — w) - Vap dx

Vv

lgnllF2) = 1RRW — Wl 22 [ Van ! 20
Or, d’aprés la Proposition 2.4 et 'estimation (2.4.43), on a

[Raw — Wl 12(0)2 < Chlwlm(o) < C'hllgn|l2(0)-
On obtient ainsi

b(RhW, qh)

Y

lanllzz() — C'Pllanll L2 I Vanll L2 )
(1=C"/N) llanll7z) dapres (2.4.42).

Y

Pour v suffisamment grand 1 — C’/y > 0. De plus,
[Rrwl 1 0y2 < Cllwllai ) < C”lanllrz(o)-
Donc,

1
b(Ryw, qn) > = (1= C'/7) [|Raw|| g1 (02|l qnll L2 ()

En résumé, si on choisit v > 0 tel que 1 — C’/y > 0, alors la condition ’inf-sup’

c 1
discréte (2.4.13) est vérifiée avec * = min (7, o (1-— C”/y)). d

Remarque. On peut remplacer ’élément Py /Py par ’élément P;-iso-Py/P; obtenu
en considérant

Xy = {v € C'(Q)?| Vig € P? sur chaque sous-triangle K de K,VK € Th, vioo = O} .

Chaque triangle K est divisé en 4 sous-triangles K par les milieux des arétes (cf.
Figure 6).

4.4. Forme algébrique. La forme algébrique du probléme approché (2.4.11),
(2.4.12) est obtenue de la fagon suivante. On désigne par
{Qaia =1, aNXh}a
{d}% 1= 1) 7NYh}a
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des bases de Xj et Yj respectivement. On substitue dans la formulation mixte
approchée (2.4.11), (2.4.12), les développements suivants :

Nx), Ny,
(2.4.44) uy(x) = Z uipi(x), pu(x) = Zpiwi(x),
= i=1

pour obtenir le systéme linéaire

(2.4.45) (g %T> (g) - (€>

ot les inconnues sont
U= (ug,- - ,uNXh)T € RNxn
P=(p1, - 7pNYh)T c RN,
Dans le systéme linéaire (2.4.45), on a posé
F eRNxn F; = (f,¢;)
A€ Mny, xny,» Aij = alyi, ¢))
B € My, xnx, » Bji = b(pi, ;)

PROPOSITION 2.5. La condition ’inf-sup’ discréte (2.4.13) est vérifiée si et
seulement si ker BT = {0}. Dans ce cas, la matrice

(5 %)

Démonstration. On montre d’abord que la matrice A est définie positive. En effet,
pour tout U € RN¥X» U #£ 0, on a

UTAU = a(up,up) >0
avec uy, donné par (2.4.44). Le systéme linéaire peut s’écrire

U=AYF-B"P), BU=0

est inversible.

et donc
BA™'BTP=BA™'F.
Or, BA™! BT est définie positive si et seulement si ker BT = {0}.
- Montrons que si la condition ’inf-sup’ discréte (2.4.13) est vérifiée alors ker BT =

{0}. Par ’hypothése faite, il existe 8* > 0 tel que Vg € Yy, Jup, € X, up, # 0 tel
que

(2.4.46) b(un, qn) = B*[anllx llgnlly-

On a
Nxh Nyh

(2.4.47) b(un,qn) = > Y wig;b(pi,¥;) = (BU,Q) = (U, B"Q),
i=1 j=1

ou

U:(ulv"'quXh)7 Q:(qla"'quyh)'

Soit @ € R™ tel que BTQ = 0. Alors, d’aprés (2.4.47) et (2.4.46), on obtient
qn = 0 c’est-a-dire Q = 0 et donc ker BT = {0}.
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- Réciproquement, supposons que ker BT = {0} et montrons que la condition ’inf-
sup’ discréte est vérifiée. On raisonne par I'absurde : on suppose que la condition
"inf-sup’ discréte (2.4.46) est fausse et on cherche & établir une contradiction avec
I'’hypothése ker BT = {0}. Pour tout n > 0, 3¢, € Y3, ¢, # 0 tel que

1
(2448) b(uh,qn) < ﬁ”uh”XHQnHY Yuy, € Xh,llh 75 0.

On peut toujours supposer (en renormalisant) que
(2.4.49) lgally =1
et alors d’aprés (2.4.48), on a

(2.4.50) b(up,qn) — 0 quand n — 400, Yuy € Xj.

D’apreés (2.4.49), il existe une sous-suite encore notée ¢, telle que ¢, — ¢ € Y}, (en
dimension finie, la boule fermée unité est compacte). Par continuité de la forme b,
on a b(uy, ¢,) — b(up, q) et donc d’apreés (2.4.50), on a nécessairement

b(up,q) =0 VYuy € Xp.
Or, b(un,q) = (U,BTQ) =0 VYU € R¥*x. On en déduit BTQ = 0 et donc Q = 0
car par hypothése ker BT = {0}. Par conséquent q = 0, ce qui contredit (2.4.49). O
5. Etude de la convergence des approximations.

5.1. Résultats généraux. On note X, C X et Y, C Y deux sous-espaces
vectoriels de dimension finie. On suppose que la condition ’inf-sup’ discréte (2.4.13)
est vérifiée par la forme b sur X; x Y},. Soit

(2.5.1) Vi ={vn € Xu | b(Vh,qn) =0, Vg, € Y3 }.
Commengons par un premier résultat pour 'approximation des vitesses dans V.

Ce résultat est a rapprocher du Lemme de Céa pour les problémes elliptiques.

PROPOSITION 2.6. Soit (u,p) la solution du probléme de Stokes (2.2.6), (2.2.7)
et uy, Uapproximation déterminée par (2.4.11), (2.4.12). Alors, il existe une constante
C > 0 indépendante de h telle que

2.5.2 — <C| inf — inf — .
252 Ju-wly=C( inf Ju-vilx+ g - aly)

Démonstration. On a a(u,v)+b(v,p) = (f,v), Vv € X et d’autre part a(up, vy) =
(f,vy), ¥Yvp, € V3. On prend alors v = vy, € V}, dans la premiére relation et il vient
a(u,vy) 4+ b(vp,p) = (f,vi,) = a(up, vy), soit

(2.5.3) a(u—up,vp) = =b(vp,p) = =b(Vh,p — qn) Vgn € Yh.
Soit wy, € V3, on a

a(wp —up,vp) = a(wp —u,vy) +a(u—up,vp)
= a(wp —u,vy) —b(vh,p —qn) Vaqn € Yy, d’aprés (2.5.3).

Par continuité des formes a et b, on en déduit

(2.5.4) a(wp —up,vp) < C|vplx (|Wh —ullx + inf [p— Qh|Y) :
qnE€Yp
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Dans l'inégalité précédente, on prend v, = wj, — uy, et en utilisant la coercivité de
a, on obtient

oflwi, — unlk < Cllws — wrllx (nwh Culx+ inf [p- qhny)
qnEY}
d’ou
(2.5.5) s —unllx < & (nwh “ullx+ inf [p— qhny) |
(6% qn€Yh

Enfin, on a |ju — up||x < [Jlu—willx + ||Wn — unllx, Ywi € Vj, et d’apres (2.5.5),
on obtient

C . C .
Ju = unllx < (1+) it Jwa —ulx + < inf [p—aully,
« ) wpeV, Q qh€EY)

ce qui établit le résultat de la proposition. ([

Remarque. La Proposition 2.6 est valable sans la condition ’inf-sup’ discréte et ne
fait appel qu’a la continuité des formes a et b ainsi qu’a la coercivité de a (ce qui
est suffisant pour assurer lexistence et 'unicité de Papproximation up, € V).

PROPOSITION 2.7. On suppose que X, C X et Yy, CY sont tels que la condi-
tion ’inf-sup’ discréte (2.4.13) soit vérifiée. Alors, il existe une constante C > 0
indépendante de h telle que

2.5.6 inf [[u-— <C inf |ju- .
(2.5.6) V}iféVhH villx < wh}Ieth\\ whllx

Démonstration. On va d’abord montrer que, pour tout z; € Vhl,

(2.5.7) b(zn,qn) > B*|lznlxlanlly  Van € Y.

On conclura alors de la fagon suivante : Soit wy, € Xj. Puisque X}, =V, @ VhJ-, on
décompose wj, = v, + zp, avec vy € Vy,, zp, € Vhl- et on a

b(zh, qn) = b(Wh,qn) — b(Vh,qn) = b(Wn —u,qn)  Vgn € Y,
car b(vp, qn) = b(u,qp) =0, Vg, € Yy. En utilisant (2.5.7) et la continuité de b, on
aura :
Blznlxllgnlly < Cllwn —ullxllanlly  Van € Ya
et donc
C
(2.5.8) lznllx < W —ulx.

B

Par ailleurs,
C
[u—vpllx < llu—wh|x +llzallx < {1+ 5 [wWn —ulx, Vwi € X
La proposition sera ainsi établie. Il reste donc & montrer (2.5.7). Pour ¢a, on va
montrer qu’il existe g, € Y}, tel que
(2.5.9) b(Vh,qn) = (zn, vi)x  Vvi € Xp.
Admettons (2.5.9) pour l'instant. Alors dans ce cas, par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a
b(Vi,qn) < llznllx|[vallx  Vvi € X
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et d’apres (2.5.9), en prenant v, = zy, on a b(zn, qn) = ||z4||% d’ou

b(zp,
b(viran) < SE D)0 v € X
2 lx

En utilisant la condition ’inf-sup’ discréte (2.4.13), on obtient

b b
(2.5.10) B lanlly < sup VA1) _ B(Zn dn)
vrE€Xn ”VhHX HZhHX

ce qui prouve (2.5.7). Il reste donc a établir l'existence d’'un ¢ € Y} vérifiant
(2.5.7). On remarque d’abord que (2.5.7) est équivalent & se limiter a I’espace Vhl
c’est-a~dire que (2.5.7) est équivalent a l'existence d’un ¢, € Y}, tel que

(2.5.11) b(Vh,qn) = (zn,Va)x Vi € V"

En effet, pour v, € X, = V), & Vhl-, onavy=rp+8S,avecry € Vy, s, € Vhl- et
on obtient b(vy,qn) = b(rn,qn) + b(sh,qn) = b(Sh,qn) et (zn,vi)x = (zn,tn)x +
(zn,sh)x = (zn,sp)x. Par ailleurs, on a
(2.5.12) dimY;, = dim V;*,
de sorte que (2.5.11) est un systéme linéaire carré. L’unicité implique l’existence.
Vérifions 'unicité de (2.5.11). Supposons pour ¢a qu’il existe g}, g7 € Y}, vérifiant
(2.5.11). Alors, on a
b(vh,qt) = b(vh,q2) Vv, € Vit

Par la condition ’inf-sup’ discréte (2.4.13), il existe vy € Xp,, v, # 0 tel que

BlIvallxllan — anlly < b(va,a, —az) =0

et par conséquent on a q,ll = q%. (Il
Vérification de dimY}, = dim V;-.

On consideére {p;, i =1,--- ,Nx, } et {¢);, i =1,---, Ny, } des bases de X, et
Y}, respectivement (cf. Section 4.4). Soit B € My, xny, la matrice définie par
Bj; = b(pi, ;). On rappelle que
dim X}, = dim Ker(B) + dim Im(DB).
Si on note U = (u1,-- ,uny, ) le vecteur associ¢ a u € Vj, ot les (u;) sont les
coordonnées de u dans la base (¢;), on a

uely, <= b(u, qh) =0 Vg, €Yy

=1

BU =0
U € Ker(B).

1t 1

Par conséquent
(2.5.13) dim V, = dim Ker(B).

Par ailleurs, puisque X, =V, ® Vhl-, on a dim X, = dimV}, + dim VhJ-. On obtient
ainsi dim X, = dim V}, +dim V;- = dim Ker(B) + dim Im(B) d’oit I'on déduit avec
(2.5.13) que

(2.5.14) dim V- = dim I'm(B).
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De plus, dim Y}, = dim Ker(BT) +dim Im(B?). Or dim Ker(BT) = 0 car la condi-
tion ’inf-sup’ discréte est vérifiée (cf. Proposition 2.5). On obtient donc dimY),, =
dim I'm(BT). Puisque dim Im(B™) = rang(BT) = rang(B) = dim Im(B), on en
déduit que

(2.5.15) dim Y}, = dim I'm(B).

En combinant (2.5.14) et (2.5.15) on obtient dim V;* = dim Im(B) = dimY,,. O

Le résultat suivant porte sur 'approximation de la pression.

PROPOSITION 2.8. On suppose que X, C X et Yy, CY sont tels que la condi-
tion ‘inf-sup’ discréte (2.4.13) soit vérifiée. Alors, il existe une constante C > 0
indépendante de h telle que

(25.16) = pelly =€ (lu=wilx + i, Ip=anly )

h

Démonstration. On a

a(u,v) + b(v,p)
a(up, vp) + b(vh, pr)

(f,v) vweX
(f,Vh) Vv, € X3.

Donc,
a(u—up,vy) +b(ve,p—pr) =0 Vv € Xp.

D’aprés la condition ’inf-sup’ discréte , pour tout g, € Y}, il existe wy, € Xp, wy # 0
tel que

A

B lwrllxllgn — prlly < b(Wh,prn — gn)
b(Wh,pr —p) + b(Wh,p — qn)
= a(u—up, wp)+b(Wy,p—qn).

Par continuité de a et b, on obtient
Blwallxlign — pully < Cllwn|lx (lu—unlx + [[p — anlly)
et donc
C
llan —pully < 7 (o= unllx + llp = anlly) -
On conclut en écrivant ||p — prlly < |lp — qrlly + llgrn — pPrlly, Yan € Ya. O
COROLLAIRE 2.1. On suppose que X C X et Y, C Y sont tels que la condi-

tion ’inf-sup’ discréte (2.4.13) soit vérifiée. Alors, il existe une constante C > 0
indépendante de h telle que

(2.5.17)  flu—upllx +[lp—prlly <C ( inf [ju—wvp|x+ inf |p— QhY) :
vih€Xh qn€EYn
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5.2. Estimations d’erreurs. On note W, C [H'(2)]? un sous-espace de
dimension finie. On fait les hypothéses suivantes pour les espaces d’approximation
Xh et Yh.
¢ HypoTHESE H1 (propriété d’approximation de X},)

1l existe I, € £ ([H2(Q)]%; W) N L ([H*(Q)]* N [H(Q)]%; X4) tel que

||V - HhVH[Hl(Q)}Z < C1h||V||[H2(Q)]2 Vv € [HQ(Q)]Q,

ou C7 > 0 est une constante indépendante de h.

¢ HypoTHESE H2  (propriété d’approximation de Y7,)
1l existe Sy, € £ (H*(Q) N LE(Q);Y) tel que
lg = Snallzz () < Cobllgllar o) Va € H' (),

ou Cy > 0 est une constante indépendante de h.

Sous les hypothéses précédentes, on a le résultat d’estimations d’erreurs suivant.

THEOREME 2.2. On suppose que Q C R? est un domaine borné, polygonal et
convexe. On suppose également que les hypothéses H1 et H2 sont satisfaites ainsi
que la condition ’'inf-sup’ discréte (2.4.13). Si la solution (u,p) du probléme de
Stokes (2.2.6),(2.2.7) appartient a [H*(Q)]2 N [H{(Q)]* x (HY(Q) N L§(Q)), alors
on a les estimations suivantes :

(2.5.18) = up e + e = prllzz@) < C'h (ullipz@z + plla @)

(2.5.19) [u —unllz2ayz < C"R2 (|lullpmz@e + Iplla @) ,

ou C',C" sont des constantes positives indépendantes de h.

Démonstration.

Estimation H'. L’estimation (2.5.18) est une conséquence directe du Corollaire
(2.1).

Estimation L? pour la vitesse. On utilise un argument de dualité de type Aubin-
Nitsche. Pour chaque g € [L?(2)]2, on introduit le probléme dual

Trouver (gg,&e) € X X Y tels que

(2.5.20) a(v,pg) +b(v,&) = (g,v) ¥wveX
(2.5.21) b(pg,q) = 0 Vgev.

On a alors le résultat intermédiaire suivant :

LEMME 2.2. I existe une constante C' > 0 dépendant seulement des constantes
de continuité de a et b, telle que

[u—uplliz2pe < C(lu—unllx +[lp—pully)

x inf g —vallx + inf ||§g—qh||y).
qn€Yh

sup (
geir2(@)2 lI8lliz2@y2 \viexn
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Admettons ce résultat pour 'instant et montrons comment on peut alors conclure
pour établir l'estimation (2.5.19). Le probléme (2.5.20),(2.5.21) correspond a la
formulation faible du probléme de Stokes suivant :

—VvApg + V& = g dansQ
divpge = 0 dans Q
pg = 0 sur 9.

Si Q C R? est un domaine borné, polygonal convexe, alors on montre que la solution
(¢g. &) de (2.5.20),(2.5.21) appartient a [H2(Q)]? N [H(Q)]? x (H'(Q) N LE(Q))
et
(2.5.22) lpgllimz)z + el i) < Cllglzz@)2
ot C' > 0 est indépendante de g et h.
Les hypothéses H1 et H2 impliquent
inf |lpg —valx + inf [[&g—anlly < max(C',C")h (legllimoe + lI€ellm @)
vrE€Xp qn€Yh
< Chlglir2(y> d’aprés (2.5.22).

En injectant cette estimation dans ’estimation du Lemme 2.2, on obtient

u—upllz2@)2 < Ch([lu—uplE@)pe + lp — prlliz@)

et on conclut par I'estimation (2.5.18) du Théoréme 2.2. (]

Démonstration du Lemme 2.2. On a

(g, u— uh)Lz Q
(2.5.23) lu—wpl2@p =  sup (g, u—up)r20)
ge[L2(D)]? ||g||[L2(Q)]2
On prend alors v = u — uy, dans (2.5.20),(2.5.21) et on obtient
(2524) (g,u— U-h) = a(u_ uh7@g> +b(u_ uh7§g)-

Puisque (u, p) et (up, pp) vérifient (2.2.6),(2.2.7) et (2.4.11),(2.4.12) respectivement,
on a

a(u—up,vy) +b(vi,p—pn) = 0 Vvie Xy
bu—up,qn) = 0 Vg, €Yh.

De plus, on a b(yg,p — pp) = 0. En substituant les trois derniéres relations dans la
relation (2.5.24), on obtient

(g, u—uy) =a(u—uy, g — Vi) +0(gg — Vi, p — pn) +b(u —up, &g — qn).
Par la continuité de a et b, on obtient
(gu—uy) < C(flu—unlxlleg — vallx + llog — vallxllp — prlly
+llu—unllxllég = anlly),
soit encore
(gu—wu,) <C([lu—upllx + llp = pully) (leg = vallx + [1€g — anlly)

et ceci pour tout vy € Xj et pour tout g, € Y. On conclut avec (2.5.23). Le
Lemme 2.2 est ainsi démontré. g
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Estimations d’erreurs pour les éléments Py-bulle/Py et Py /Py.

Pour les éléments finis P;-bulle/P; et Py /Py étudiés précédemment, on a le
résultat suivant.

PROPOSITION 2.9. Soit  C R? un domaine borné, polygonal et convexe. On
suppose que la triangulation Ty, est uniformément réquliére. Si la solution (u,p) du
probleme de Stokes (2.2.6),(2.2.7) appartient a [H?(Q)]*N[H (Q)]*x (H'(Q) N L3()),
alors Uapprozimation (uy, pp) de Uélément P1-bulle/Py vérifie

(2.5.25) [Ju—wnllzzz + A (IV(a = w)llizz@)2 + p = pullz2 @)
< Ch? (|lullmz@y2 + Ipla @)
ot C' > 0 est indépendante de h.

St de plus, la triangulation Ty, est telle qu’aucun triangle n’a deux cotés sur le bord
09, alors Uapprozimation (up,pp) de l'élément Py /Py vérifie la méme estimation
(2.5.25).

Démonstration. On cherche & appliquer le Théoréme 2.2. Il suffit de vérifier les
hypothéses H1 et H2 puisque sous les hypothéses faites sur la triangulation, la
condition ’inf-sup’ discréte est vérifiée par les éléments Py-bulle/P; et Py /Py.

L’hypothése H1 est vérifiée avec II, = I l'opérateur d’interpolation de La-
grange de la Proposition 2.3. L’hypothése H2 est vérifiée avec Sy, = Ry, U'opérateur
de projection Ry, : HY(Q) N L3(Q) — Y}, défini, pour v € HY(Q) N L(2), par (cf.
Proposition 2.4)

/V(th—v)-VVdX: 0 Vvev,.
Q






Chapitre 3

Equations de Navier-Stokes

1. Introduction

Dans tout ce chapitre, on se limite & la dimension N = 2. Le domaine ) C R?
est borné et régulier. Soit T' > 0 fixé (le temps final). On rappelle la définition des
espaces de fonctions & valeurs dans un espace de Banach X. Pour p > 1, on définit

T
LP(0,T; X) = {v :[0,7] — X; v est mesurable? et/ lo(t)|% dt < +oo} .
0
Ces espaces sont munis de la norme

1/p
lull e o,7;x) = (/Q ||u(t)||§(dt> .

On pose X = [HE(Q))? et Y = LZ(Q). On introduit alors la formulation va-
riationnelle mixte des équations de Navier-Stokes. Soit f € L2(0,T;[L?(Q)]?) et
wo € [L2(Q))2.

Trouver ue€ W(0,T) = {v € L*0,T; X), C(% € LQ(O,T;X’)}7
p € L2(0,T;Y), tels que p.p. t € (0,7), on a :
(B0).v) -+ ata(t),v) + e(ult), (o), )
(3.1.15 ’ Fb(vp(t) = (E(t),v) WveE X,
(3.1.2) bu(t),q) = 0 Ygev,
(3.1.3) u(0) = wup.

Dans la formulation précédente, on a noté ¢ : X x X x X — R la forme trilinéaire
définie par
§ [t
w;—v; dX.
Q ’ Ox; '

ij=1

(3.1.4) c(w,z,v) = /Q [(w-V)z] - vdx =

On remarquera que la formulation (3.1.1)—(3.1.3) a bien un sens. En particulier, si
H est un espace de Hilbert tel que

X—sH=H — X',
1. La fonction v est mesurable au sens de Bochner (fortement mesurable) c’est-a-dire qu’elle

est limite presque partout d’une suite de fonctions étagées dans X : il existe v : [0,T] — X,
étagées telle que vg (t) — v(t) dans X, p.p. t € [0,T].

39
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ou les injections sont continues et compactes, alors on a
W(0,T) < C°([0,T]; H)

avec injection continue et par conséquent la condition initiale (3.1.3) i.e. u(0) = ug
a bien un sens dans H = [L?(Q2)]%.

1.1. Quelques propriétés de la forme c. e Par inégalité d’Hdolder, on a
(3.1.5)  c(w,z,v) < ||W||[L4(Q)]2||VZ||[L2(Q)]2||V||[L4(Q)]2 vw,z,v € [H' ()]
car HY(Q) — L*(Q) (vraie aussi pour N < 3) et donc
(31.6) c(w,z,v) < C||W||[H1(Q)]2|Z|[H1(Q)]2||V||[H1(Q)]2 vw,z,v € [H' ()]
ot | - |1 désigne la semi-norme H*.

e On rappelle I'inégalité d’interpolation suivante, valable seulement pour N = 2
(voir [2]) :

(3.1.7) ol < Cllollhta) Vol b, Yo € HI(Q).

L’estimation (3.1.5) donne alors

1/2 1/2 1/2 1/2
(3.18) c(w,2,v) < CIWliz e Wiz e 2l o2 IV 22 e IV 7 e

vw,z,v € [Hj(Q))%

e Pour tout w,z,v € [H}(Q)]?, on a
82’@‘
c(w,z,v) = w; —v; dx
iz = 3 [
0 L . .
= - Z T(wjvi)zi dx par intégration par parties
i 72T

Bvi / ow;
= - Wi ——2; dX — —L vz dx.

On obtient ainsi

(3.1.9) c(w,z,v) = —c(w,v,z) — /Q(v ‘z)divwdx Vw,z,v € [H}(Q)]2

e Soit X = [H}(Q)]? et V = {v € X | divv = 0 p.p. dans Q}. On déduit de
(3.1.9) les relations suivantes :

(3.1.10) c(w,z,z) =0 VYweV, VzeX,

(3.1.11) c(w,z,v) = —c(w,v,z) YweV, Vv,ze X.
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1.2. Quelques rappels utiles. e Inégalité de Young. Pour tout a,b € R,

1
(3.1.12) ab < ea® + 4—€b2, Ve > 0.

e Lemme de Gronwall. Soit I un intervalle de R et 5 € I. On considére une
fonction f : I — R positive et intégrable sur I ainsi que ¢ et g deux fonctions
positives et continues sur I. Si g est croissante et si

o(t) < g(t) + f(s)o(s)ds Vtel,

to

alors

(3.1.13) o(t) < g(t)exp </t: f(s) ds> vt eI

o Lemme de Gronwall discret. Soient p > 0 et deux suites {an}n>0, {bn}tn>0
positives telles que

n—1
ap<p et ay, S,o—i—Zajbj7 Vn > 1.
=0
Alors
n—1
(3.1.14) an < pexp ij , Vn>1.
=0

1.3. Une estimation d’énergie. On prend v = u(t) € X dans I’équation de
Navier-Stokes (3.1.1). On peut montrer (voir [14]) que

du 1d

T A
On obtient ainsi en tenant compte de (3.1.2),
1d 2 2
5@”“@)”[9(9)12 + Va2 )2 + e, u,u) = (£(2), u(?)).
Or d’apreés la relation (3.1.10), on a ¢(u,u,u) = 0 car u(t) € V et donc
1d 2 2
5@”“(0“@2(9)}2 +vIVa)llizee < 1EOpe 0@l p2 )2
1 2 1 2
< in(t)H[m(Q)]z + iHu(t)“[LZ(Q)P'

En intégrant entre 0 et ¢, on obtient
t t
)22 e + 20 / IVa() g ds < (a0 @y + / 1E(3)I P e s

t
2
+ / (81202 ds.
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On conclut par le Lemme de Gronwall (voir (3.1.13)) que, pour tout ¢ € [0, T7,
¢
2 2
(3.1.15)  [[u(®)l[{z2(0y2 +2V/O IVu(s)ll[2 (a2 ds

t
< (IO e + [ 1860 e @) ot

2. Discrétisation compléte de la formulation mixte de Navier-Stokes

Le domaine Q C R? est supposé polygonal et convexe. On désigne par X;, C X
et Y, C Y des sous-espaces de dimension finie. On présente dans cette section deux
schémas semi-implicites en temps et on va étudier leur stabilité et leur convergence.

Pour des raisons de stabilité qui apparaitront plus loin dans ’analyse, on in-
troduit a la place du terme nonlinéaire ¢, le terme modifié ¢ défini par :

(3.2.1) é(w,z,v) = % [e(w,z,v) —c(w,v,2)].

Ce terme est anti-symétrique :

(3.2.2) é(w,z,v) = —é(w,v,z) Vw,z,veX

et par conséquent il posséde la propriété importante suivante :

(3.2.3) é(w,z,z) =0 Vw,ze X.

En tenant compte de la relation (3.1.9), on a

(3.2.4) é(w,z,v) =c(w,z,Vv) + %/Q(v cz)divwdx VYw,z,v € X.

En particulier,

(3.2.5) é(w,z,v) =c(w,z,v) YweV VzvelX.

On note At > 0 le pas de discrétisation en temps avec At = T/n, n € N*
et on considére 'approximation uf(x) € X;, de u(x,t*) avec t* = kAt, k > 0 et
Pk (x) € Y}, 'approximation de p(x,t*). Enfin, on suppose pour simplifier que f ne
dépend pas du temps.

2.1. Schéma semi-implicite (I).

Soit uY € X, donné. On cherche (uf,pf), k=1, n tels que
1
(3.2.6) E(u’,ﬁ — uﬁfl,vh) + a(uf,vy) + 6(u£71, u£717vh)
+ b(Vh,plfb) = (f, Vh) Vv, € Xp,
(327) b(ulfcu Qh) =0 th € Y.

On suppose que la condition ’inf-sup’ discréte (2.4.13) est vérifiée par les espaces
X, et Y. Alors, pour uf~' € Xj, donné, le probléme (3.2.6),(3.2.7) admet une
unique solution (uf,pk) € Xj x Yy
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Stabilité. I’introduction de la forme modifiée ¢ permet d’obtenir un schéma stable.
Ce résultat est établi dans la proposition suiuvnate.

PROPOSITION 3.1. On suppose que la triangulation Ty, est uniformément régu-
lire et que la donnée initiale u) est telle que Hu%H[Hl(Q)]2 est bornée indépendam-
ment de h et At. Il existe une constante C* > 0 indépendante de h et At telle que
si At < C*h? alors le schéma semi-implicite (3.2.6),(3.2.7) est stable, c’est-a-dire
qu’il existe C' > 0 indépendante de h et At telle que

m||2 - 2
(3‘2'8) Huh H[L2(Q)]2 + Atz HVUZ||[L2(Q)]2 <C pour m=1,--- ,n.
k=1

Les constantes C et C* dépendent de Hu%H[Hl(Q)P, £l (202 €t v

Démonstration. On notera les normes || - [lg = || [[p2qy2 €t |- Iy = I [[jz2 )2
Dans tout ce qui suit, on notera C une constante générique (i.e. lorsque une nouvelle
constante apparait, on la note toujours C') qui ne dépend ni de & ni de At. On prend
v, = uf dans (3.2.6) et on utilise I'identité

2 2 2
2(u—v,u) = [lullg = [[vlg +lu—vl; Yu,ve[L* Q)
Il vient alors
2 k— 2 k— 2 2
lurllo = [hai =l + llug; —u ™G + 20A¢ | Vug
= —2Até(uf Tt it uf) + 2AL(F, uf).
Or, d’aprés (3.2.3), on a
~ k=1 k— S k=1 k— k—

(3.2.9) eaftuftuf) = é(ufhuf T uf —uf ).
Il est important de remarquer que c’est avec la relation précédente qu’intervient de

facon essentielle la forme modifiée é. En fait, la relation (3.2.9) n’est pas vraie avec
c car en général qu ¢ V et on ne peut pas utiliser la relation (3.1.10) sur c.

D’aprés (3.1.8), on a

(3.2.10) c(w,w,v) < Cllwlly*[w[ZIv]sIv]}? vw,vex
et d’autre part, d’aprés la relation (3.2.4), on a
1
(3.2.11) é(w,w,v) =c(w,w,v) + 3 / (v -w)divwdx VYw,v e X.
Q

Par I'inégalité d’Holder et en utilisant I'inégalité d’interpolation (3.1.7), on a, pour
tout w,v € X,

/ (v-w)divwdx
Q

IN

||VH[L4(Q)]2 ||W||[L4(Q)]2 [[w] [H(Q)]?

IN

/2y 1/2 1/2 3/2
(3.2.12) ClIvllo IvI sl [rwl ™.
En combinant les estimations (3.2.10),(3.2.12) avec la relation (3.2.11), on obtient

~ 1/2 3/2 1/2 1/2
(3.2.13) &(w,w,v) < Cllwllg”*[w]|Ivlls* VIl vw,v e X.
On a alors
s k=1 k=1 .k k— k—11/2) k—13/2) & k—11/2). & k—11/2
cluf ™ up g — uf ) < Ol T = e —
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La triangulation étant uniformément réguliére, on a les inégalités inverses suivantes
(cf. Proposition 2.2)

_11/2 _ _1,41/2

I < on g
k1111/2 _ k—1,1/2
luf —wp " < ChTYluy —uy

Par conséquent,

C
srok—=1 k=1 k k— k— k— k k—
cluy Ty — ) < 7 v Mgk =y lay —ag ™l
On obtient ainsi,

2 k—112 k—112 2
ki lly = a =" lg + llafy = w =t + 2vAt| Vg

At _ _ _
< CTHU;CL Hlg ™I fhagy = wg ™l + 248 £l [l
At _ _ _ e . ,
< CT”“IE 1||0||u: 1H1||u§—u£ 1||0—|—C'At||f||0||Vu]fL||0 (inégalité de Poincaré)
1 12 At\? 102 12
< gl w0 e () G

At
+VAtHVqu||g + C*||f||§, (inégalité de Young)
v

d’ou

2
2 12 2 At 102 p_112 At o
(3.2.14) o — [ 1llo+vAtVuﬁ||os0(h) ™ gl 1 +C =~ I -

On somme sur k =1,--- ,m avec 1 <m < n et il vient
i 2 2 At T 2 2 T
2 k— k— 2
i+ v IVl < P+ 0 ()30 I bl + 0 I,
k=1 k=1
soit encore
- 2 At\? = 2 2
2
215 gl vay (vl <o (50) X Il + o
k=1 k=1
avec
2
2 At 2 o T .9
216 o= ludls+co | (50) bR + Do

ou Cy > 0 est indépendante de h et At.

Montrons par récurrence sur m que,

(3.2.17) A= )2 + 648 37 [Vub g < Xo,  Vm > 1,
k=1
avec 0 > 0 indépendant de m, At, h (§ sera choisi suffisamment petit).

e Pour m =1, on a A; < )\ avec 0 < v d’aprés l'estimation (3.2.14) avec k = 1.

e Supposons que lestimation (3.2.17) soit vraie jusqu’au rang (m — 1) et on veut
I’établir pour m. Par hypothése, on a

HUZHES)\O pour k=1,--- ,m — 1.
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D’aprés (3.2.15), on a

m 2 m—1
m|2 2 At 2
a5+ vae Y 9ty < 0 (50) X lubll+ 2o
k=1 k=1
At)? zm_1 k2 AT . .
< Gy 5 Ao Z [Vui|l, + Ao (inégalité de Poincaré),

k=1
ou C7 > 0 est indépendante de h et At. On obtient donc

m|2 At 2 i k 2
laillo + (¥ = C173 2 ALY [ Vuglly < Xo.
k=1
Il suffit de choisir le rapport At/h? tel que
At
V_Clﬁ)\325>0 et)\OSC'
avec C’ indépendante de h et At. Pour § fixé, 0 < § < v, on choisit
At . ) v—29
ﬁ S C = min (].7 W)
/ 0 2 0 2 0 2 T 2 . . . 4
avec C' = |[ujly + Co |T||uy, ||glluzll] + V|f|0} (voir la relation (3.2.16) qui dé-
finit )\0) O

Remarques et commentaires.
— L’introduction du terme ¢ a la place de c¢ revient & considérer le terme
1
supplémentaire iu div u dans ’équation de Navier-Stokes. En fait le schéma

(I) correspond au schéma semi-discrétisé en temps suivant : pour u’ donné
et pour k > 1, on calcule u” et p* par

uf —uk! 1
A vAu® 4+ (uF 7t v)uh Tt + iuk_ldiv u "+ VpF = f dansQ,
divu* = 0 dans,
u* = 0 suroQ.
— Le schéma (I) est stable sous la condition que le rapport At/h? soit suffi-
samment petit. Cela vient du fait que le terme nonlinéaire des équations de
Navier-Stokes c’est-a-dire le terme (u- V)u, est discrétisé en temps de fagon
explicite.
— On peut montrer que, sous les hypothéses de la Proposition 3.1, le schéma
(I) est convergent. On le montrera pour le schéma (II) suivant qui est un
peu plus implicite que celui présenté dans cette section.
2.2. Schéma semi-implicite (II).
Soit uY € X, donné. On cherche (uf,pf), k=1, n tels que
1 _ ~ ke
(3.2.18) —(uf — u,’i Lve) +a(uf,vy) + c(u’fb b, vy)

At
+ b(vhapf:z) = (f7vh) Vv € Xha

(3.2.19) b(uf,qn) = 0 Vg, €Y.
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On suppose que la condition ’inf-sup’ discréte (2.4.13) est vérifiée par les espaces
X;, et Y. Alors, pour u;“fl € Xy donné, le probléme (3.2.18),(3.2.19) admet une
unique solution (uf,p¥) € X, x Y. En effet, la forme bilinéaire @ : (u,v) —

E(u, v) +a(u,v) +&uf ™t u,v) est continue et coercive sur X x X car a(u,u) =

1
Sl + ol w).
Stabilité. On montre le résultat de stabilité suivant.

PROPOSITION 3.2. Le schéma semi-implicite (3.2.18),(3.2.19) est incondition-
nellement stable, c’est-a-dire que si la donnée initiale u) est telle que ||U2H[H1(Q)]2
soit bornée indépendamment de h et At, alors il existe une constante C' > 0 indé-
pendante de h et At telle que

m||2 - 2
(3.2.20) R 1P + VALY VU 22 S C pourm =1, ,n.
k=1

Démonstration. On prend vy, = u’fL dans (3.2.18) et on obtient
2 12 1,2 2 o ke
[ llo—[hay ™ g Hlah —ug ™t lg+2v At Vg [lg = —2Atc(ay ™" ug, up) +2A8(f, uy).

Or, d’aprés (3.2.3), &(uf ™, uf, uf) = 0 et donc

2 k— 2 2
[kllo = gl + 2vAt[Vaglly < 2A¢|f]lguil,
< CAtHfHOHVuZHO (inégalité de Poincaré)
At
< VAtHVquHE + C—||f||(2) (inégalité de Young).
v
En sommant sur £k = 1,--- ,m, on obtient

m
kn2 kn2 2 T 2
g llg + At Y I1Vuaglly < lufllo + -
k=1
(]

Convergence. Pour établir la convergence du schéma semi-implicite (I), on a besoin
d’un résultat préliminaire.

LEMME 3.1. On suppose que les espaces X et Yy wvérifient les hypothéses
d’approzimations (H1) et (H2) (cf. Section 5.2) et que la condition ’inf-sup’ dis-
crete (2.4.13) est vérifiée. Soit (u,p) € X x Y. Alors il existe un unique couple
(IT} u,I3p) € X, X Y}, tel que
(3.2.21) a(u—Tjw,vy) +b(vy,p—TZp) = 0 Vv, € X,

(3.2.22) bu—T}u,qn) = 0 Vg, €Y.
Si de plus (u,p) € [H2())? x HY(2), alors il existe une constante C > 0 indépen-
dante de h telle que

IN

Ju—Tully +lp = ey < Ch (Iallyrzpe + 1Pl o))

[u—Thull2qye < Ch (||UH[H2(Q)]2 + ||p||H1(Q)> -

A
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Démonstration. La démonstration est identique & celle du Théoréme 2.2 relatif aux
estimations H! et L? pour le probléme de Stokes. (]

On va pouvoir établir le résultat de convergence pour le schéma semi-implicite (IT).

PROPOSITION 3.3. On suppose que la solution exacte (u,p) des équations de
Navier-Stokes (3.1.1)—(3.1.3) est réguliére :

u e CO(0, T (W= (Q))* N X) N CH([0, T); [H2(Q)]*) N H*(0, T3 [L*(Q)]?),

pe HY(0,T; H (Q)NY).
1l existe une constante C* > 0 indépendante de h, At et v telle que si At < C*v et
h < C*v alors on a
lul —u(t®)lly < C (Juf ()|, +h* + A1), VE=1,
ot C > 0 est indépendante de h et At.

Démonstration. On note
wh = = (), = )~ u(ih)
wh = pi = IGp(th), 15 =TGp(t*) — p(t*).
Il suffit d’établir les estimations pour w¥ puisque n¥ est estimé directement par le
Lemme 3.1. On a

(wh = WL vy) + Ata(wh, vi) + Atb(vy, w)

= (ug*uh Vi) —

—Ata(IEu(th), v

(T u(t*) — Mu(t*=1), vi) + At a(uj, vs)

n) + Atb(vi, pf) — At (v, I p(th))

= At(f,vy) — Atc(uﬁ Lub vy) — (Iu(t®) — T} u(t=1), vy)
—Ata(Ilu(t), vk) — Atb(vy, T2 p(th))

= At(f,vy) — At 6(uﬁ_1, uf,vy) — (I u(t®) —u(tk), vp)
—(u(t*) —w(t* 1), vi) + (Mu(*") —u(t*"),vy)
—Ata(u(tF),vy) — Atb(vy, p(t*))

= —(nf —m ! vi) + At [e(u(t?), u(t), va) — e(utt ub, vy)]

HAt TN E) — (u(t) — u(t1)), va)

Or c(u(t®),u(t*),vy,) = é(u(t*),u(t®),v;) car divu(tk) = 0 dans Q. En prenant
v, = wk, on obtient

k2 k—12 k k—12 k|2 k ok
(3.2.23) [[Willg — Wy Hlg + Wi — wi™tg + vAtwl[] + Atb(w], w5)

ou
k k—1
< (It = b + N8y

(#) = (ale) =t )], ) Il
A e, u(th), wh) — el u, wh).
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Or b(wh, wk) = b(uf, wk) — b(IT} u(th), wk). Mais, b(uf, wh) = 0 car wk € Y}, et
b(IT}u(tk), wh) = b(u(t¥), wh) = 0. Donc

(3.2.24) b(wh,wh) =0.

i) Estimation de ||nf —n¥~,-

Soit n1(t) = I} u(t) — u(t). On peut montrer que si u € H(0,7;X) et p €
HY(0,7;Y) alors IIju € H'(0,T; Xy), Uip € H'(0,T;Y}) et pour presque tout
€ (0,7), on a

9 B 18u
0 28p

—IGp(t) = 1O
En effet, il suffit de dériver (3.2.21),(3.2.22) par rapport a t et les relations pré-

cédentes proviennent de 1'unicité du couple (H}IE 2 8]1‘)) De plus, si 8—1;(15) €
[H?(Q)]? et %( t) € HY(Q) p.p. t, alors d’aprés le Lemme 3.1, on a
0 ou
—(u—TI, <CR* || (¢ .
Ige-mwl e (15l g, )
tk
0
Par ailleurs, on a n¥ —nF~! / n ——(t) dt et donc
tk—1 at
2
It =t e = [ | [ 2 (Bhute) - ) | ax
m ="M lz@pe = o | o ot :
Par inégalité d’Holder, il vient
k_ k=12 v ?
- 1
Ik = e < A [ I (Thu(t) = ue) H[Lz(m]z
< oant (191 12y ).
L2 (I, [H?()]?) L2 (I, H* ()
ou I = (tk_l tF). Ainsi
k_ < CVAL R (|| =
ok = s < OVALR (1501
et on obtient
(3.2.25) It = izz e < CraVAL R,
ot les C'y ; > 0 sont tels que
3.2.26 Crr)? < —
w220 Yowr<o(i L ¢

et C' > 0 est indépendante de m, At et h.
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ou

i1) Estimation de ||Ata—(tk) (u(t*) —u(t*=1)| .
0
Ou " /ou du
Ry opk—1y k _ k ‘"
Ona u(t®)—u(t" ") Ata (%) = /tkil (8t (t) 5 (t )) dt et par consé

quent, on obtient

() — (e - e Gee) < [ 150 - G e

ot
X . e OJu Ju
Or, compte tenu de 'hypothése de régularité faite sur u, on a E(t) — a( ) =

t 82
/tk 1 3752( s)ds. Ainsi

_1 Ju
) — u(1) — AR )] / / )l dsar

IN

0%u

< At dt

< / I,

< A2

B ” ot ” 21, [L2())?)
(3.2.27) = At3/202,k7
oit les Cy ;; > 0 sont tels que
3.2.28 (C .
( ) ; o.1)° —”at2 IILQOT[LQ( o)

iii) Estimation de Cj, = é(u(t?), u(t?), wh) — é(uf =1, uf, wh).

Cr = () —up,uth), wy) +é(u —wptu(tt), wy)
+ éuy "t u(th) — up, wi)
= _&(Wllg+nlf7u(tk)7wllg)+c(wlf_wlf 17 (tk)7wllg)

— e(Iu(t®) — Wu(t ™), u(th), wi) — e(up™! wh + a5, wh).

Or, é(up~t, wh wh) =0 et

C(ulﬁ L, wy) = (ﬁl u(t® 1), of, wi) + e(u(t* ), ir, wh)
= a(wiT 0yl W) — e(u(tt ), wi)

(
= awi g, wi) = c(a(t*Th), wh ).

Par conséquent, on obtient
Cr = —&wi+npu(t®),wr)+ewi —wiu(t"), wy)
—&(Iu(t") — Mu(t* 1), u(t®), wy)

(3.2.29) —e(wi i, wh) + c(a(t* ), wh nf).
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Estimation supplémentaire de c.

Pour tout v,w € X et z € [W1°°(Q2)]2, on a

1
é(w,z,v) = 3 [e(w,z,v) — c(w,v,2)]
< C(||W||[L2(Q)]2HVZ||[L°°(Q)]2HV||[L2(Q)]2
+ ||W||[L2(Q)]2||VV||[L2(Q)]2||Z||[Loo(9)]2>
et donc
(3.2.30) &(w,z,v) < O||WH[L2(Q)]2HZH[WL‘X’(Q)]?||V||[H1(Q)]2'

En utilisant cette inégalité dans I'expression (3.2.29) de Ci, on obtient
k— _
Cr < Cr(Iwillg + lntllo + Wy — wi™lo + [T u(t®) — M= Yll) [will;
k— k—
(3:231) + Co (W™l + [Ir = I) It 1wl + Callwll It -
I reste & estimer le terme ||II}u(t*) — Miu(t*=1)|,. On a
tk

H}lu(tk)fn,ﬁu(tkfl):/ QH}Lu(t) dt:/

k-1 Ot th

¢ ou
I =—(t) dt
o hat()

et donc
1. 04k 1, /4k—1 ¢ 1 Ou
R e [ A G
th—1 0

Ou
1
AL B

Par ailleurs, pour presque tout ¢t € (0,7),

Ju ou Ju Ju
I — (¢ <ML =—(t) — —(¢ — (7
mEol,, . < ImEo-Sol sl
Ju Op du
< CR*(||= (¢ —(t —(t
S (G-I OIS EY E-OTI.
<

du dp
Cll|—=(t —(t
(15000 F 1500, )

ou C' > 0 est indépendante de h et At. On obtient de cette facon

Imhutet) - =), < VAT (1580 12

L2(I [H2()]?) L?(Ik,m(m)) ’

soit encore
(3.2.32) (T} u(tF) — Thu(t*1)||, < Cs VAL,

oit les C3;, > 0 sont tels que

m

23 >y <c (150

k=1
et C > 0 est indépendante de m, At et h. En utilisant (3.2.32) dans (3.2.31), ainsi
que les estimations des 7§ dans le Lemme 3.1, on obtient

(3:234) Cy < C (IWhllg + A2 + [wh = Wi}y + CoucV/AE + lIwh, ) [whi]-

2

dp 2
+ {5 @)l
L2(0,T;[H2(2)]2) Ot " L2(0,T:H(Q))
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On est & présent en mesure d’estimer les w¥. Revenons & (3.2.23). En tenant
compte de (3.2.24), (3.2.25),(3.2.27) et (3.2.34), on obtient

2 k—112 k—112 2
Wil = Iwi™ g + wh — wi™lg + vAtwil;

_ ou _
< (It = b~ + 180 ) = ) ()] ) Ikl + At
< (Corh® + O pAt) VAL WY,
+0At(||w1||o+h||wl U+ lwh = whT g+ b2+ Ca VAT k),
2 2 2 At 2
< Afwhll+ g (Cuh® + Cordt)’ + extlwh} + O i
At 12 At?
+eatwh]} + O RWE T + Sl - wh U+ 05

A 2
+esAt|wh |} + c? (h2 + cg,k\/m)
3

avec g; > 0,1 = 1,2,3, par inégalité de Young. On choisit €1 = 5 = e3 = /6 et on
obtient alors

2 .2 1 , 142V 2
(1= A whllg— Wi, + 5 Wi = wi o+ *Atlwlfh
At
< 0w k\|o+cfh2H v 1||1+C ||W1H1
+C [(Cl,k) (CQ,I@) At2 + At h4 + AtQ(Cg,k)ﬂ

Par inégalité de Poincaré, il vient

At 2 .2 1 .2 1 2
(1= At = CZ0) Wkl = Iwh =y + S llwh = wh =g + 5 (v — CAn Atiwh

At
< 07h2|w’f’1|? + C [(C1p)*h* + [(Co)® + (C5.0)°] A + At

On somme alors sur k¥ = 1,--- ,m. En tenant compte des propriétés (3.2.26),
(3.2.28), (3.2.33) sur les constantes Cj j, on obtient

C C - k)2 02
17(1+f) |wi® ||0 1+; AtE willy = lwillo
1 - 2
+§(U—C’At)At§:|w’f|1 < Ch2< 1|1+§ IW1I1>

k=1
+C (h* + A + Ath4) .

Finalement, on a
C 2 1 h2 i k 2
(1 —(1+ V)At) Iwillo + 5 (u — CAt — Cu) Atkz_l Wkl
At c\ =
< WO+ =R WYL+ C (R + AL + (1 + ) At ST (whl.
v v e
On choisit At tel que

c

2
1-(14—)At > et z/fCAthh—:5>0avecO<5<z/.
v v

DO | =
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Les deux conditions sont vérifiées si
At § C’lu
h S C2V7

ou C1,Cs > 0 sont indépendantes de h, At et v. On obtient ainsi

m m—1
m||2 2 2 2
lwillg +8At Y |wil, < C (IIW?l + (B + AL + ALY IW'f|o> :
k=1 k=1
On conclut par le Lemme de Gronwall discret que

m = 2 2
Iwil + oAt Y wily < O (Iwl + (h% + A1)?).
k=1
(]

Remarque. Dans la pratique, le schéma (IT) (et dans une moindre mesure le schéma
(I) ) est utilisé pour des viscosités v assez grandes a cause de la condition qui relie
At et h a v. Pour les cas de faibles viscosités (forts nombres de Reynolds), le terme
nonlinéaire de convection (u - V)u peut étre traité par un schéma upwind ou une
méthode de diffusion de lignes de courants “Streamline Diffusion Method” (SDM).

3. Méthodes de décomposition d’opérateurs

3.1. Introduction. Les méthodes de décomposition d’opérateurs portent sur
la résolution de problémes du type

d
(73){ £+A(¢) =0
50(0) = o,
ou A est un opérateur (nonlinéaire) tel que A = Ay + As avec des opérateurs A; et
Ay plus “simples” que A. Les méthodes de décomposition d’opérateurs sont basées
sur la décomposition de A. Il s’agit de résoudre successivement plusieurs problémes
qui sont plus simples que le probléme initial (P).

FEzxemples.
(1) Schéma de Yanenko.
n+1/2 _ n
¥ ¥ n+1/2y
T 1A =0
A7 + Ai(p ) :
n+1l _ ,n+1/2
"2 4 n+1
r 4+ A = 0.
At + A2 (")
(pn+1 _ (pn
Dans le cas oil A est linéaire (ainsi que A; et As), ona =————+Ap" Tt =

At
—AtA; A"t Dans ce cas, le schéma de Yanenko est consistant en O(At).

(2) Schéma de Peaceman-Rachford.

n+1/2 _ . n
¥ ¥ n+1/2 ny
A A = 0
NTE + Ai(p )+ Az (") :
n+1l _  n+1/2
® @ n+1/2 n+1 _
A A = 0.
Ny + Ai(p ) + A2 (™)

Ce schéma est consistant en O(At?).
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3.2. Méthode de projection. Cette méthode est due & Temam [13] et Cho-
rin [4] (voir également [9]). On décompose 'opérateur de Navier-Stokes A en
A= A1 + A2 ou

* Ajp est la somme des termes inertiels et de viscosité.
* As prend en compte le terme de pression et la condition d’incompressibilité.

La méthode de projection est construite & partir du schéma semi-discrétisé qui
prend en compte la décomposition précédente. On définit deux suites de vecteurs
{u*} et {u¥+1/2} k>0, avec u® donné, & partir des deux problémes suivants :
(1) Trouver u¥*+1/2 telle que
ukt/2 _ yk
At
(3.3.2) u 2 = 0 sur 99.

Si f est continue en temps alors on prend f*1 = f((k + 1)At). Si f est
moins réguliére, de carré intégrable en temps, on prend

- 1 (k+1)At
Rl = — / f(t)dt.
At Jiae

(2) Trouver (u**1 pF+1) tels que
ab L kL2

(3.3.1) —vAUFTY2 (0P V) uFt2 = £ dans Q,

(3.3.3) AL +VpFtt = 0 dans Q,

3. ivu = ans {,
(3.3.4) divuf*! 0 dans Q
(3.3.5) u*tt.n = 0 sur 90

En fait, on a u**! € V = {v € X | divv = 0 dans Q} et u**! = Pu**/2 ou
P : X — V est Uopérateur de projection orthogonale dans V avec le produit scalaire
[L2(£2)])?, c’est-a-dire qu’on a :

(3.3.6) (W w) = (2 w) vw eV

La condition limite(3.3.5) est une conséquence du résultat suivant (résultat admis,
voir par exemple [6]).

THEOREME 3.1. (Décomposition de Helmholtz ou Théoréme de Ladyzenskaja)
Toute fonction v € [L*(Q)]N(avec N = 2 ou 3) peut étre représentée de facon
unique par

v=w+ Vi,
ouw e Hy, (Q) = {we[L2( Q)Y | divw =0 dans Q, w-n=0 sur 90} et €
HY(Q).

Pour obtenir la condition limite (3.3.5) & partir de ce résultat, on écrit (3.3.3)
sous la forme
uF 2 = LA R,

k+1

On voit ainsi que I'espace naturel pour u est I'espace H g;y, ().

k+1

Résolution de I’étape (2). On calcule d’abord la pression p“*t. On prend la diver-

gence de (3.3.3) et en utilisant la condition d’incompressibilité (3.3.4), on obtient

1
ApFtl = thiv w172 dans Q.
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1

La condition limite pour p**! est obtenue en considérant la composante normale

de I’équation (3.3.3) sur 9N :
8pk+1
On

Or uF*t! . n = 0 d’apreés (3.3.5) et u#+t/2.n = 0 d’aprés (3.3.2) et par conséquent

uFtlon — w2 04+ At =0 sur 0f.

pF*1 doit satisfaire la condition de Neumann
b) k+1
b =0 sur 09.
On

Une fois la pression p**! calculée, on en déduit la vitesse u**! par (3.3.3).

En résumé, la méthode de projection s’écrit :

(1) Probleme d’advection-diffusion pour la vitesse.

Trouver uf+1/2 telle que
uk+1/2 _ b
(3.3.7) N — vAUFTY2 (b V) uFt2 = £ dans Q,
(3.3.8) w2 = 0 sur 99.
(2) Probléeme de Poisson pour la pression.
Trouver p**1 telle que
1
(3.3.9) Aphtt = Ediv ut /2 dans Q,
k41
(3.3.10) a;;n =0 sur 99
(3) Calcul de la vitesse u*+1.
(3.3.11) uftl = uf 2 ApTptL

Il faut remarquer que les vitesses approchées u* ne sont pas nulles sur le bord

09 (seules leurs composantes normales sont nulles). Cependant, on peut montrer
(voir [9], [12]) que l'erreur de convergence sur la vitesse en norme L? est en O(At).
L’erreur de convergence sur la pression est aussi en O(At) mais dans la norme duale
de H'(2) N L?(Q2). En fait, en combinant (3.3.7) et (3.3.9), on a

ApFT = div (fk+1 vAuFtY2 _ (uk v)uk+1/2)

auk 8uk+1/2
okl ou; Y c o k41/2
= divf ; Dz, O +vA(divu )
(3.3.12) —u® - V(divuFt/?)
avec OpF*t1/0n = 0 sur 9. La pression exacte vérifie, quant a elle,

Ou; Ou,

(3.3.13) Ap = d1vf—Z o, Br, dans ,
’L)]
(3.3.14) o = (f4+vAu)-n sur Q.

on
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La différence entre le systéme exacte (3.3.13),(3.3.14) et le systéme approché (3.3.12),
(3.3.10) pour la pression, est responsable de la faible convergence de la pression
pF(x) vers p(x,t*). Cette méthode de projection est dans la pratique bien adaptée
au calcul des vitesses mais pas & celui de la pression. On peut cependant montrer
(voir [12]) que lerreur sur la pression est confinée prés du bord, dans une bande
d’épaisseur & ~ VAt et décroit exponentiellement vers 'intérieur.

3.3. Méthode de Glowinski. Cette méthode est due a R. Glowinski (voir
[7],[8]). Il s’agit d’un schéma de type Peaceman-Rachford appliqué aux équations
de Navier-Stokes. Dans sa version semi-discrétisé en temps, le schéma s’écrit (avec
0<n<l):

(1) Probleme de Stokes.

Trouver (uF+1/2, p*+1/2) tels que

ukt/2 _ gk
Atz nuAUFTZ g2 = 2 (1 - puAut
—(uf-V)u*  dans Q,
divu®**/? = 0 dans Q,
w2 = 0 sur 0Q.

(2) Probleme elliptique (nonlinéaire) de type convection-diffusion.

Trouver uF*+! telle que
aFtl _ gkt1/2
A2 + (1 —prAuFtt 4 (WP v)uF Tt = fREY2 gy AuktL/2

—VpFt1/2  dans Q,
u" = 0 sur 9Q.
On peut remplacer le terme (u**! . V)u**+! par (u**+/2 . V)ub+!'. 1l existe un
@-schéma a 3 étapes qui généralise ce schéma (voir [7],[8]).
4. Méthode des caractéristiques

Pour x € Q et t € [0,7], on définit la caractéristique X = X(7;t,x) associée
au champ de vitesse u, vérifiant

(3.4.1) %(T;t,x) = uX(n;t,x),7), 7€(0,7)
(3.4.2) X(t;t,x) = x.

La caractéristique X(7;¢,x) représente la position a l'instant 7 d’une particule
se trouvant en x a l'instant t. L’introduction des caractéristiques permet de faire
apparaitre la dérivée matérielle de la vitesse dans les équations de Navier-Stokes et
d”’absorber” ainsi la nonlinéarité. On a

%[u(X(T;tx),T)] = (Cgf(ﬂt,x) . V) w(X(7;t,x),7) + %(X(T; t,x),T)

et en utilisant la définition (3.4.1), (3.4.2) de la caractéristique, on obtient

d u(X(7;t,x),7)],—, = (u- V)u(x,t) + a—u(x, t).

4. —
(3 3) dr or
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On écrit alors les équations de Navier-Stokes sous la forme lagrangienne sui-
vante :

(3.4.4) dii_[u(X(T;t,x), )], —vAu+Vp = f pour (x,t) € Qx (0,7),
(3.4.5) divu = 0 pour (x,t) € Qx(0,7),
(3.4.6) u = 0 pour (x,t) €92 x (0,T).

Le résultat suivant fournit quelques propriétés importantes des caractéristiques.

LEMME 3.2. On suppose que u € C([0,T]; [Co’l(ﬁ)]2 NV)oaV ={v e
[H&(Q)]Z; divv = 0 dans Q}. Pour |t — t| suffisamment petit, l’application x —
X(7,t,x) est un homéomorphisme? sur ). Elle est presque partout dérivable dans
Q et son jacobien vaut 1 presque partout dans 2.

Démonstration. L'existence et la continuité de lapplication F : x — X(7;¢, x)
viennent du Théoréme de Cauchy-Lipschitz. Puisque u = 0 sur le bord 052, on a
F(Q) C Q. De plus, pour tout y € Q, on a X(7;t,X(¢;7,y)) = y et par conséquent
F est surjective sur €). Par ailleurs, F est injective dans 2. En effet, soient deux
points x et y de Q tels que X(7;¢,x) = X(7;¢,y). En intégrant (3.4.1) et (3.4.2),
on a

(3.4.7) X(r;t,x) = x+ /tT u(X(s;t,x),)ds

(3.4.8) X(r;t,y) = y+/tT u(X(s;t,y),s)ds,

ce qui implique nécessairement x = y. Montrons a présent que F est lipchitzienne
sur Q. En faisant la différence des relations (3.4.7) et (3.4.8) pour deux points
quelconques x et y de €2, on voit que

1 X(75t, %) = X(738, )| < [x=y[+[ullco,r),c00 @)

/ X (s5t,x) — X(s5t,y)|ds
t

On déduit du Lemme de Gronwall que

(349)  X(rit,%) = X(r5t,y)| < x—ylexp (17— ullogo . con ) -

Par conséquent F est lipschitzienne et donc elle est presque partout dérivable dans
Q0 (Théoréme de Rannacher). On note J(7;¢,x) le jacobien de F aux points x ol
elle est dérivable. On montre (identité de Liouville) que

dJ
dr
Puisque J(t;t,x) =1 et que divu = 0 p.p. dans 2, on a

(3.4.10) (r;t,x) = (divu)(X(7;,t,%x),7) J(T;,%).

(3.4.11) J(;t,x) =1 p.p. dans Q.

Il reste & établir que I'application inverse F~! est continue dans €. Pour x et y deux
points quelconques de  on a, d’aprés les relations (3.4.7) et (3.4.8) et en utilisant

2. c’est une bijection continue sur 2 et dont I’application inverse est continue sur 2.
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(3.4.9) -
X(rit,x) ~ X(rity)| > |x—y] - \ [ttt ety as
> |x-y|l- IXHX X(s;t,y)|ds
> |x—y\(1—A|T—t|exp<A|T—t|>),

avec A = [[ull (o, 77,001 (@) - Alnsi, pour |7 —t| suffisamment petit, F~! est continue
dans . 0

4.1. Semi-discrétisation en temps. On se donne u’ € V et on cherche
(k1 pktl) € X x Y tels que

wFtl — gk o Xk
At
(3.4.13) b(uFtlq) = 0 Vgev.

(3.4.12) ( V) a(@ V) b g = (L) W e X,

La caractéristique approchée X*(x) correspond & la position a I'instant t* d'une
particule qui sera en x & I'instant t*+! sous I’action du champ de vitesse u*. Plus
précisément, X*(x) = o(t*; tF+1 x) ot ¢ = (-, tF+1 x) vérifie

d
(3.4.14) df(t X)) = (e R X)), R <t < P
(3.4.15) e(tF Lt %) = x

On peut montrer que u* € X = 3! (-, t*+1 x) € CH([t*,t**+1]) pour presque tout
x € 2. De plus, comme pour le Lemme 4.1, on peut montrer que 'application
X — @(t;t*11 x) est une bijection continue de 2 dans € et puisque divu”* = 0 p.p.
dans €2, on montre que det (V(p(t;tk+17x)) =1 p.p. dans Q.

k+1

4.2. Stabilité. On note |- ||y = || [|[z2(q)2- En prenant v = u dans

(3.4.12) et en utilisant (3.4.13) on obtient
Huk+1||(2) + VAt||Vuk+1H(2) _ At(fk+1,uk+1) + (uk ° Xk,uk'H)
Par inégalité d’Holder, il vient
(3416) [t + v AL T g < (AHIE g+ [[ut o XFlg) [t

Or, pour toute fonction ¢ définie et intégrable dans €2, on obtient par le changement
de variable y = X*(x),

(3.4.17) [ ooxtxix = [ oly)der(vXH) iy = [ o(y)dy,

puisque det(VXF¥) = 1 p.p. dans Q. En appliquant (3.4.17) avec ¢(x) = |[u*(x)|?,
on obtient

(3.4.18) [u® o Xl = [lu®[,.

De cette fagon, 'inégalité (3.4.16) s’écrit

k+12 k+12 k k k
"o 4+ vALVUF G < (AL + [[u¥ ) [,
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En utilisant I'inégalité de Poincaré et I'inégalité ab < (a? + b%)/2, on a
k+1y2 k12 k k Lok Ly g2
™l + vAt[Vur g < COOALE o [[Va™ g + S ufllg + 51",

Par application de I'inégalité de Young sur le premier terme du membre de droite,
on obtient

[l k“HoJr?l/AtIquk“Ho<VAt||Vuk“|lo+C e +

soit encore
2
" lg + vAL VuH g < oAt ||f’““||o [[u[[o-

En sommant sur £ =0, - --
obtient

,m—1lavecl <m g n (on rappelle que nAt = T'), on

m At & 2 2
(3.4.19) [u ||0+VAtZ||V kH0<C £l + [[a®[lg-
k=1 k=1

La stabilité du schéma est ainsi établie.

4.3. Estimation d’erreurs. On donne a présent une estimation de ’erreur
de convergence pour la vitesse. On note toujours la norme || - ||y = || - [[z2(q))2-

PROPOSITION 3.4. On suppose que la solution exacte u des équations de Navier-
Stokes posséde les propriétés de régularité suivantes :
u e O(0,T); [Wh=(@)]* n V),

(3.4.20) % e C([0,7]; [L2@)]),

2
at?

On suppose de plus que |[u(.,0) —u®||, = O(At). Alors, il existe une constante
C > 0 indépendante de At telle que

(uoX) € L2((0,T) x ).

1/2
(3.4.21) Ju(-, ™) —u™||, + (uAtZ [V(u(-,t*) —u )||0) < CAt,

pour m =0,--- n.
Remarque. Le schéma est d’ordre O(At) pour les normes lw([LQ(Q)]Q) et
2
E(HY Q]

Pour établir 'estimation d’erreurs, on aura besoin du résultat suivant d’ap-
proximation des caractéristiques.

LEMME 3.3. Sous les hypothéses de régularité (3.4.20) portant sur la solution
exacte u, on a, pour k =0,---,n,
(3.4.22)

IX(tF5 41, x’“|o<cm(nu< ) — ], + VAL 2 )

Ot "L2(14,[L2()]2)

ot I = (tF,t*+1) et la constante C > 0 ne dépend que de T et ||Vu(-,tk)||[Lw(Q)]2'
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Démonstration du Lemme 3.5. Les caractéristiques exactes X et approchées ¢ vé-
rifient les relations

¢
(3.4.23) X(t;tH ! x) = x+/ u(X(s;t"1 %), s) ds,
tk+1
¢
(3.4.24) o(t;thH x) = x—l—/ u” (p(s; "+ x)) ds.
tk+1

Pour simplifier I'écriture, on oublie la dépendance de X et ¢ en t**! c’est-a-dire
qu’on note désormais (sauf en cas d’ambiguité)

X(t,x) = X(t; " x) et o(t,x) = o(t; t* x).

En formant la différence des expressions (3.4.23) et (3.4.24), on obtient

tk+1

||(X—<P)(tk7')Ho§/tk la(X(s, ), 5) = u*(e(s,)) o ds.

On a alors

tk+1

1K=y < [ (a(e.0)8) = uX(s.). 0],
X (s, ), 5) = (s, ),
+u(e(s, ), tk) - uk<¢(5’ )5 tk)HO ) ds.

En utilisant le fait que les jacobiens de X(s,-) et ¢(s,-) valent 1 presque partout
dans €2, il vient

tk:+1
I =)y < [ ates) w4y ds
R+l
VU ey [, 1K= 9)(s, s
t
(3.4.25) + Atfu(-, t*) — a®|,.

Par ailleurs, de la relation

on déduit, pour tout ¢ € (t*,t*+1), que

k+1
¢ ou

JaC =l < [ 15 ds

tht1 (9u 2 1/2
< VAt ( / ==, 9)ll ds> (inégalité de Holder)
e ot 0
(3.4.26) = VAt Ha—un .
Ot "L2(1y,,[L2())2)
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En combinant (3.4.25) et (3.4.26), on obtient

X - o)), < A2 + Atlu(, t") =,

Ot " L2(1,,,[L2())2)

tk+1
HITaC O gy [, 10X = )5, ds.
;
Par le Lemme de Gronwall, on a
(3.427) (X~ @)(t*. )]l < Atexp (At V(. t’“)mep)
*) _uk
(It =+ VETIGEL .

ce qui termine la démonstration du Lemme 3.3. (]

Démonstration de la Proposition 3.4

On pose désormais e® = u(-, ") — u”. On écrit la formulation mixte et lagran-
gienne des équations de Navier-Stokes en t = tF+1 :

(T (1, ), s, ¥) + aul 41, )
(3.4.28) +b(v,p(-, ")) = (F**lv) wweX,
(3.4.29) b(u(-t*),q) = 0 VgeY.

En faisant la différence de I’équation (3.4.28) avec (3.4.12) et en prenant v = e*+! €
X comme fonction test, il vient

d uk-‘rl _ uk o Xk )
(%[U(X(t, -),If)]‘t:tk+1 ——— ek+1) + V||Vek+1H0
+b(e T, p( ") —pth) =0,
Or, d’aprés (3.4.13) et (3.4.29), on a b(eF+1, p(-, tk+1) — p+1) = 0 et donc
d wFtl — gk o Xk

(3.4.30) (- [u(X(t,), )] jmppsr — At

2
pn e +u| Vet =0

Par ailleurs, pour tout x € Q, on a
u(X, tk+1) — u()(@k—i-l7 X), tk+1)

d
= u(X(t*,x )tk)_;_At%[ (X(t, %), )] gi

tk+1 tk+1

" (s,%),5)]dsdt
et donc
d 1 k1 k k
%[U(X(tv ')7 t)]\t:tk-%—l = Kt (11(~, t ) - u(X(t ) ')a t )) - Rk
avec
tk:+1 tk+1
(3.4.31) 8,+),8)] dsdt.

tk dS
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Ainsi, I’équation (3.4.30) s’écrit
(u(" tk+1) — u(X(tka ')7tk) _ uh ! —uk o X*
At At ’

et on obtient

2
ek+1) + l/||vek+1||0 _ (Rk,ek+1)

2 2 .
(3.4.32) 2 + vAHVER 2 < (Ju(X(E, ). 5) - ub o XF [, + AtRy )
x [l |-

On va estimer successivement les deux termes du membre de droite de I'inégalité
précédente.

e Le reste Ry, défini par (3.4.31) peut étre estimé de la fagon suivante. On a

tk+1 tk+1

R < . dsdt
Rely < 57 [, [ IgabaXe) ds
tk+1 d
< X

< / |5 TaX (s, ), )l ds
et donc
d2
3.4.33 R < VAt||-— X .
(3.4.33) IRucllo < Iz @ X i e

e Par ailleurs, on a
(3:434) [lu(X(tF,), %) — u* o XF [, < (X (tF, ), %) — u(XE, )

+ [[u(XF, %) — uk(Xk>||0
et

(X (", ), %) — (X", ) g = /lu x), t") — u(X*(x),t*)[2dx

IN

IVt e [ X030 = X o)
et par conséquent

(3.4.35)  [lu(X(t",),t") = u(X",t")g < (VU ) oo 02 X, ) = X5
De plus, on a [[u(XF*, t*) — uf(X*¥)||, = [Ju(-, t*) — u*||, car detVX"* =1 et donc
(3.4.36) Ju(X*, ) — (Xl = fle¥l.

En regroupant les estimations (3.4.33)—(3.4.36) dans (3.4.32), on obtient
12 2 .
le" 1 lg + vAt| Ve |y < ('ek|0 +OIX(*, ) = X

d2
At3/2 el X k+1
Ll FETUES STR | Lol ™
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En utilisant alors le Lemme 3.3, on obtient

2 2
[+ g + vAL[VeH Iy < [let, IIek“IIo + CrAt[ef[lolle™ i,

CyAt?/?
i ” ot ”Lm [L2(@)2)
2
X k+1
e Xl el

ou C; et Cs sont des constantes positives indépendantes de k et At. On obtient
ainsi

2 2 1 2 1 2
ey + vAt| Vet < §||ek||o + §||ek+1||0

+CAL ([le" g + anv/At) [l

avec

) 1/2
(3.4.37) ay = <|||| . HdtQ( o X)|| \ )> '

Ot "' L2(1,,[L2(Q))? L2(I,[L2(Q)]?
Par conséquent, on a
2 2 2
"Iy + 20 At VeF 1§ < Jle" 5 + C A (Jlebly + arVAE) e+ .

Par application des inégalités de Poincaré et de Young, il vient
441+ 2w AV < k3 4+ vr| vt + 05 (k] + afar)
d’ou
(3.4.38) lle k+1||0 + VAt||Vek+1HO <|le k||0 + C (||ek||0 + At ozk>
En sommant sur £k =0,--- ;m —1 avec 1 <m <n, on obtient

m - 2
le™ I +vat " [Verlly < [le°lo +C* (Z le*llg + At Z ak)

k=1

2 2

d
0 <|l&; —(uoX . Parle L d
' Zak | t||L2(0T[L2<Q>]2 I (e )”L%O,T;[LZ‘(Q)P) e emme g

Gronwall on obtient

- “ 2 At? At
le™ g +vAt> Ve[ < <||e00+C' )exp(CVm)

k=1
At? T
(neOé Lo )exp (o) ,
14 1%

ce qui termine la démonstration. O

N

IN
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Eléments Finis pour les équations de Stokes

Al. Introduction.

On considére un fluide visqueux s’écoulant lentement dans un endroit étroit ou
autour d’un petit obstacle. Dans de telles conditions, les effets visqueux dominent
les effets inertiels (faible nombre de Reynolds). L’écoulement du fluide est alors
décrit par les équations de Stokes. On désigne par 2 C R3 le domaine (borné et
régulier) occupé par le fluide et les inconnues des équations de Stokes sont la vitesse
u = u(x) et la pression p = p(x) du fluide au point x = (21, x2, x3) € Q. La vitesse
est une fonction vectorielle u = (u1,u2,u3) € R3 et la pression p une fonction
scalaire. Les équations de Stokes s’écrivent :

—vAu+Vp = f dansQ
divau = 0 dans®
u = 0 surdf)

Le paramétre v > 0 représente la viscosité (dynamique) du fluide et la fonction £
est donnée. On rappelle la définition des opérateurs différentiels apparaissant dans
les équations de Stokes :

(90 0 0 B .
B (6961 895263;3> ;. Au= (Auy, Aug, Aug) € R”,
3

Vu = (8%) € Msx3(R), divu = trace(Vu)
Ox; 1<i,5<3

On écrit les équations de Stokes sous une forme équivalente, mais mieux adaptée
notamment aux problémes d’interaction fluide/structure. Dans ce but, on introduit
le tenseur de Cauchy des contraintes

o =o(u,p) =2vD(u) —ply
ou
D(u) = % (Vu + VUT> € M3X3(R)

est le tenseur symétrique des déformations. Les équations de Stokes s’écrivent alors

(L.1) —dive = f dansQ
(1.2) divu = 0 dans®
(1.3) u = 0 surd

La divergence du tenseur o est un vecteur de R® qui a pour composantes

(divo) Z (ZU”
€Lj

j=1

Formulation variationnelle mixte. On multiplie la relation (1.1) par une fonc-
tion v réguliére qui s’annule sur le bord 0f). En intégrant par partie, on obtient

22/02]3’0z dX—/f-VdX.
ij Q2
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Puisque le tenseur o est symétrique (0” = O’ﬂ>, on a ZUU 3 ZUZ] D

2%
par conséquent

Z%a Z%

On note LZ(9) I'espace des fonctions (scalalres) de carré intégrable et & moyenne nulle
dans €. On obtient alors la formulation variationnelle suivante

Trouver (u,p) € HO(Q)3 x LE(Q) tels que
(1.4) 2V/D dx—/pdivvdx = /f-vdx VVEH&(Q)B
Q Q
(1.5) /(divu)qu = 0 VgeLi(Q).
Q

9 .o

La notation

A:B= Zaklbkl-
k,l

désigne le double produit scalaire pour les matrices,

Remarque 1. Dans la relation (1.5), il est équivalent de prendre des fonctions test ¢
dans L%(Q) (c’est-a-dire non nécessairement a4 moyenne nulle). Cependant, L3(£2)
est le "bon" espace pour la pression. Dans les équations de Stokes, la pression est
connue a une constante prés. Choisir la moyenne nulle revient a fixer la constante.

Remarque 2. Compte tenu du fait que la vitesse u vérifie la relation d’incompressi-
bilité divu = 0 (au sens faible), on a

2 [ D(w): D) ix = [ V() V(v)ax

ce qui simplifie les calculs. Cependant, en vue d’applications aux problémes de

fluides-structures, on préfére travailler avec la formulation (1.4). ([
En introduisant les formes  a(u,v) = 2v / D(u) : D(v)dx et
b(u,q) = —/(divu)qu7 avec les espaces X = H}(Q PetY = L2 5(Q), la for-

mulation variationnelle s’écrit

Trouver (u,p) € X XY tels que
(1.6) a(u,v)+b(v,p) = (f,v) ¥weX
(1.7) b(u,q) = 0 VgeY.

On peut montrer que ce type de probléme est bien posé si les formes a et b sont
continues, si a est coercive et si b vérifie une condition ’inf-sup’.

Formulation mixte approchée. On considére des espaces approchés X, C X =
H Q) et Y, € Y = L2(Q), tous les deux de dimension finie. On cherche des
approximations u, >~ u et p, =~ p dans les espaces X}, et Y} respectivement. La
formulation mixte approchée s’écrit
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Trouver (uyp,pp) € X X Y}, tels que
(1.8) 21//Duh vh)dxf/phdivvhdx = /f~vhdx Vv, € Xp,
Q Q

(19) /(divuh)qhdx = 0 thEYh.
Q

Pour que la formulation approchée soit bien posée, les espaces X et Y3 doivent
satisfaire une condition ’'inf-sup’ :

1l existe 8 > 0 indépendant de h tel que Yqn € Yy, vy, € Xy, vy # 0 tel que

b(Vh,qn) > Bllonllxllanly -

Contre-ezemples. Si on choisit des Eléments Finis Py (vitesse) / Py (pression) et
plus généralement P, / Py, la condition ’inf-sup’ n’est pas satisfaite en général. On
a généralement un phénomeéne de "verrouillage numérique" sans aucune chance de
convergence...

‘Exemples d’Eléments Finis‘

A2. Cas d’une triangulation de .

On considére une triangulation 7j, de Q par des triangles (2D) ou des tétraédres
(3D). On choisit les espaces d’Eléments Finis suivants
Peyr  / Py,
(vitesse) (pression)
L’espace Py est I'espace des polyndmes p qui sont (globalement) de degré au plus
k, c’est-a-dire qui s’écrivent sous la forme
ki, ks kn

p(xy, -, xN) = E Qky o ky Ly L™ " Ty
0<ky+-+hy <k

Les espaces Py 1 /Py satisfont la condition ’inf-sup’.

A2.1. Eléments Finis P;.
L’espace considéré est Vi, = {v € C°(Q) | vk € P1, VK € T}
i) Cas 2D.

On notera (z,y), au lieu de (w1, 3), les coordonnées d’un vecteur de R2.
Les fonctions de base Py sont 1, x, y.
* Transformation locale. On désigne par K le triangle de référence dont les
sommets sont a1 = (0,0), a2 = (1,0) et a3 = (0,1). Soit K un triangle
quelconque de la triangulation 7. Les coordonnées des sommets a; de K
sont notées (x;,y;) pour ¢ = 1,2,3. On considére alors la transformation
affine Fx qui transforme le triangle de référence K en le triangle K i.e.
Fg(K) = K. (cf. Figure 1).

La transformation F est définie par Fx(X) = BxX + bx avec

T2 —T1 T3 —T1 T
2.1 B = , b= .
21) K (yz — Y1 Ys— yl) K <y1>
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a3
FK
a=(0,1) /_\
K
A ! A az
a=(0,0)  a=(1,0)

FIGURE 1. Triangle de référence - Transformation affine 2D.

Les coordonnées barycentriques A; associées au triangle de référence K sont
données par

5\1:1—(3}"'3:/)
Ao =T
A3 =7

Pour calculer les intégrales sur €2, on les décompose en une somme sur
tous les triangles. On calcule les intégrales sur K en utilisant le changement
de variables Fx associé a chaque triangle K ainsi que les formules d’in-
tégration rappellées ci-dessous. On obtient ainsi des matrices élémentaires

associées au triangle de référence K.

* Formule d’intégration des coordonnées barycentriques sur un triangle K :
pour tout entier ki, ko, k3, les coordonnées barycentriques \;, i = 1,2, 3,
associées & un triangle K, vérifient

ki'ko!ks!
(24 k1 + ko + k3)!

/ Ak \Es gx = 9| K|
K

* Formule d’intégration numérique sur un triangle K : A la place de la for-
mule (2.3), on peut aussi utiliser des formules d’intégration numérique pour
calculer les matrices élémentaires.

FIGURE 2. Points pour l'intégration numérique dans un triangle.
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Les sommets du triangle K sont notés a1, as, as. Les points milieux des
arétes sont notés ay, as, ag et le point ag désigne le barycentre du triangle
(cf. Figure 2) .

e Formules exactes pour Py : /K f(x)dx ~ |K|f(ao),
/ f(x)dx ~ K] f:f(ai)
K 3 =

6
K
e Formule exacte pour Py : / f(x)dx ~ % Z f(ay)
K i=4

3 6
e Formule exacte pour P : /K f(x)dx ~ % (27f(a0) + 32 fla;) + SZ f(ai)>
i=1 ;

ii) Cas 3D.

On notera (z,y, z) au lieu de (x1,x2,x3) les coordonnées d’un vecteur de
R3.

Les fonctions de base Py sont 1, z, y, z.

* Transformation locale. On désigne par K le trétraédre de référence dont
les sommets sont a1 = (0,0,0), s = (1,0,0), ag = (0,1,0) et a4 = (0,0, 1).
Soit K un tétraédre quelconque de la triangulation 7j,. Les coordonnées des
sommets a; de K sont notées (z;, y;, z;) pour i = 1,- - - , 4. La transformation

FIGURE 3. Trétraédre de référence - Transformation affine 3D.

affine Fx qui transforme le tétraédre de référence K en le tétracdre K de

la triangulation i.e. telle que Fx(K) = K (cf. Figure 3), est définie par
FK()A{) = BrgXx + bg avec

To —T1 X3 — X1 T4 —T1 T
(2.4) Bx=|ve—v1 yv3—yi va—w|, bx=|n
zZ9 — 21 zZ3 — 21 Z4 — 21 z1
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FIGURE 4. Points d’intégration numérique dans un tétraédre.

Les coordonnées barycentriques \; associées au tétraedre de référence K
sont données par

A=l (+7+2)
Ao =T
Az =14
A =2

Dans le cas 3D, les formules d’intégration deviennent :

* Formule d’intégration des coordonnées barycentriques sur un tétraédre K :
pour tout entier k;, ¢ = 1,---,4, les coordonnées barycentriques \;, ¢ =
1,---,4, associées a un tétraédre K, vérifient

kl'k2|k3'k4'
(B34 Ky + ko + kg + kgl

/K ARz \Rs \Ra iy — 6] K|

* Formule d’intégration numérique sur un tétraédre K : A la place de la
formule (2.5), on peut aussi utiliser des formules d’intégration numérique
pour calculer les matrices élémentaires.

Les sommets du tétraédre K sont notés a1, as, as, as. Les points milieux
des arétes sont notés as, ---, a1g et le point ag désigne le barycentre du
tétraedre (cf. Figure 4). On définit un repeére local lié au tétracdre K : le
repére (aq, aLas, aLas, m) qui a pour origine le sommet a;. On note alors
(o, B,7) les coordonnées d'un point dans ce repére ®. Ainsi, le barycentre ag
du tétraédre a pour coordonnées (1/4, 1/4, 1/4), le point milieu a5 a pour
coordonnées (1/2, 1/2, 0), etc...

e Formules exactes pour Py : / f(x)dx ~ |K|f(ap),
K

KIS
[RCEES DI

3. Ces coordonnées ne sont rien d’autres que les coordonnées barycentriques : a = A2, 8 = A3,
v = A\4. La coordonnée barycentrique A; s’obtient par Ay =1 — (A2 + Az + A\4).
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K| 4 10
e Formule exacte pour Ps : /K f(x)dx ~ 50 (— Zf(ai) —|—4Zf(ai)> .

11 existe aussi des formules d’ordre supérieur *.

4
K
e Autre formule exacte pour Py : / f(x)dx ~ % Z f(dy),
K i=1

ou les coordonnées des points d; sont données dans le tableau suivant :

a|Bly
dilalala
do|alalb
ds3|al|bd|a
di | blal|a
_ 5=V L, 543V5
avec a = —— et b= ——r—.
K| S
e Formule exacte pour Pg : / f(x)dx ~ — (16f(a0) + 9Zf(ei)> )
K 20 P

ou les coordonnées des points e; sont données dans le tableau suivant :

a | B | v
e1 | 1/6]1/6]1/6
es | 1/6 ] 1/6 | 1/2
es | 1/6 [1/2]1/6
eq | 1/211/6 | 1/6

1
Remarque : Le volume d’un tétracdre vaut |K| = 6|det Bg| ou Bk est

donnée par (2.4).

4. cf. Dhatt et Touzot, Une présentation de la méthode des Eléments Finis, Paris, Maloine,

1981
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A2.2. Eléments Finis P,.
L’espace considéré est Vi, = {v € C°(Q) | v|x € P2, VK € Tp}.
i) Cas 2D.

Les fonctions de base Py (canoniques) sont 1, x, y, 22, y2, xy.

Il y a 6 degrés de liberté par triangle : les 3 sommets (a1, as, az) et les 3
milieux d’arétes (a4, as, ag). Les fonctions de base Py associée au triangle
de référence K (cf. Figure 5) sont données par :

Li=XN(2\ —1), i=1,23,
Iy = 4o )
2.6 - i
(26) ls =4\ 3
lg = 4A1 o
: . X
4=(00) a5 a=(10)
FIGURE 5. Triangle de référence Ps.
ii) Cas 3D.
Les fonctions de base Py (canoniques) sont 1, z, y, z, 22, y2, 22, 2y, vz, y=z.
Iy a 10 degrés de liberté par tétraédre : les 4 sommets (a1, - -+, a4) et les 6
milieux d’arétes (as, -+, a1g). Les fonctions de base Py associée au triangle
de référence K (cf. Figure 4) sont données par :
Li=XN2\ —1), i=1,---,4,
l5 = 423
lg = 4\ A3
(2.7) l7 =4 1 o
ls = 4M1 Ay
lg = 4o\
lio = 4X3)\4

A3. Cas d’une quadrangulation de ().

On considére une quadrangulation 7, de 2 par des parallélogrammes (2D) ou
des parallépipédes (3D). On choisit les espaces d’Eléments Finis suivants

Qry1 / Qk

(vitesse) (pression)
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L’espace Q est 'espace des polynomes p qui sont de degré au plus k& en chacune
des variables, c’est-a-dire qui s’écrivent sous la forme
ky, k k
p(xla"' 7331\7): E akl»"wklelez'”xNN
0<ky,-- ,kn<k

On a Py C Qi C Pyg. Les espaces Q+1/Qy satisfont la condition ’inf-sup’.
A3.1. Eléments Finis Q;.
L’espace considéré est Vj, = {v € C°(Q) | vg € Qi, VK € T}

i) Cas 2D.
Les fonctions de base Q; sont 1, z, y, zy.
Il y a 4 degrés de liberté par parallélogramme : les 4 sommets aq, -+ ,a4
du parallélogramme.
* Transformation locale. L’élément de référence est le carré unité K =
[0,1] x [0,1]. La transformation affine Fx qui transforme I’élément de réfé-
rence K en le parallélogramme K (cf. Fig. 6), a la méme forme que (2.1).
Avec la numérotation des sommets de la Figure 6, la matrice By de la
transformation affine vaut

(3 1) By — (xz —T1 T4 — xl)

Y2—Y1 Ya— U1

4
g % 3
L a4 a, a,
K 2
a  |a, .

FIGURE 6. Elément de référence Q.

Les coordonnées barycentriques associées a 1’élément de référence K sont
données par :

AL = (Al—fﬁ)(l—ﬁ)

(3.2) de=2(1-4)
Ag = 1y
M=(1-2)y
Cas particulier. Lorsque le domaine {2 est un rectangle, la quadrangulation
est composée de rectangles et la matrice B de la transformation affine Fx
devient
W o
(3.3) Bk = < 0 hff)

K _ K _
avec hy} = x9 —z; et hy =Ys— Y.
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Cas 3D.

Les fonctions de base Qq sont 1, z, vy, 2, zy, xz, yz, TYz.

Il y a 8 degrés de liberté par parallépipéde : les 8 sommets aq, --- ,ag du
parallépipéde.

* Transformation locale. L’élément de référence est le cube unité K = [0, 1]3.

La transformation affine Fx qui transforme I’élément de référence K en
le parallépipede K (cf. Fig. 7), est donnée par la méme forme que (2.4).
Avec la numérotation des sommets selon la Figure 7, la matrice Bi de la
transformation affine vaut

T2 —T1 T4 —T1 T5— L1

Bx=|Y%—v vYa—y1 Ys—U1
29 — 21 24— 21 R5— %21

=)
SN

FiGURE 7. Elément de référence Q.

Les coordonnées barycentriques associées a 1’élément de référence K sont
données par :

A=(1-2)1-901-2)
Ay =2(1—-7)(1-2)

fs = (1 - )
Ap=(1-2)j(1-2)
As=(1-2)(1—9)2

Ao = 2(1-§)2

A7 =&z

As = (1—2)j2

Cas particulier. Lorsque le domaine ) est un parallépipéde rectangle, la
quadrangulation est composée de parallépipédes rectangles et la matrice
B de la transformation affine F devient

RE 00 hy =@y —an
Bgk=10 hf 0 avec hff =Ys—
0 0 hf hﬁ{ = Z5 — Z1.-
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A3.2. Eléments Finis Q5.
L’espace considéré est Vi, = {v € C°(Q) | vjx € Q2, VK € Ty}
i) Cas 2D.

Les fonctions de base Qo (canoniques) sont 1, =, y, zy, 2, y?, 22y, xy?,
2y,

Il y a 9 degrés de liberté par parallélogramme : les 4 sommets aq, -+ ,aq4,
les 4 points milieux as, - -+ ,ag et le barycentre ag du parallélogramme.

FIGURE 8. Elément de référence Q.

La matrice By de la transformation affine Fx qui transforme le carré unité
K de référence en le parallélogramme K, est donnée par (3.1). Les fonctions
de base de V}, associées a I’élément de référence K sont :

h=(1-2)(1-22)(1-g)(1-29)
by = (22 = 1)(1 - g)(1 - 29)
ls = ( 55_1) (29_1)

ii) Cas 3D.

Les fonctions de base Q canoniques sont 1, z, y, zy, =2, y2, 22y, zy2, 22,
2z, zx, 2y, 2y, 202, zy?, zxly, zay?, 2aly?, 22, 2P, 22y, Pay, 222?222,
2222y, 22xy?, 222y,

Il y a 27 degrés de liberté par parallépipéde : on coupe le parallépipéde
en 8 parallépipédes égaux (cf. Fig. 9). On numérote les degrés de liberté
dans Pordre suivant (4 étapes) : sommets/milieux des arétes/milieux des
faces/centre du cube. A chaque étape, on part de x =y = z = 0 et on fait
croitre z. De cette fagon les 8 sommets du cube sont numérotés de a; a as,
les 12 milieux d’arétes de ag & aoq, les 6 milieux des faces de ao; & dog et
enfin le centre du cube est numéroté ao7.
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Z
5 20 8
26, |
17‘ 777]:877”7',77‘r777 ‘19
6 3 — : 7 3
13p-i- - B3 16
2207 Lo a il
PR AR R e
14«7—7——»*5 3-1--‘;4'15: ~
1 1 s Y
9 [ S
%1 11
¥
2 10 3

x>

FIGURE 9. Elément de référence Q.

La matrice Bg de la transformation affine Fx qui transforme le carré unité
K de référence en le parallélogramme K, est donnée par (3.4). Les fonctions
de base de V}, associées a I’élément de référence K sont :
I = (1—&)(1—22)(1—§)(1 - 2§)(1 — 2)(1 - 22)
I = —(1 — 28)(1 — §)(1 — 29)(1 - £)(1 - 22)
(3.8) by = (1 — 22)(1 — 2§) (1 — £)(1 - 22)

s = 642(1 — £)5(1 — §)2(1 — 2)

A4. Systéme linéaire (3D).

Soit () une base de X, € X = Hg(Q)S et (w®) une base de v, C Y =
L?(Q). On décompose X;, =V, x Vi, x Vi, ot Vj, C Hi(£2) est 'espace d’approxi-
mation pour chacune des composantes de la vitesse. On note (¢)) une base de Vj,.
On a donc les décompositions suivantes

u, = Z uDp® avec u® = (ugi)7u§)7u§))—r € R3,

o= 3 p0ul),
l

o) 0 0
Avec les fonctions tests v, = | 0 |, puisv, = [ ¢V | etenfinvy,=| 0 |,le
0 0 o)
probléme approché (1.8),(1.9) devient
(41) AU, + BP, = Fp

(4.2) BTZ/{h = 0
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ou la matrice symétrique A est donnée par

3
Z Whi 4 il (W12)T (Wi3)T
1=1
3
(43) A=v W1,2 Z Wl’l + W2,2 (W2’3)T
1=1 s
W3 W23 Z Whi 4 W33
=1
, 4 1) .
@ §opl) B @
avec Wk ! 0" Op dx et B=|B® | avec BY = aLw(j) dx.
oz, O K
o Orp Oz B®) o 01
F)
Le second membre vaut Fj, = | F(? | avec Fj(l) = / fioW) dx.
F(S) Q
Les inconnues sont U, = (ugl)|ug) |ugl))T’ P, = (p(l))T

Sous forme matricielle, le systéme linéaire s’écrit
A B\ (Un\ (Fy
@ (o o) ()= (5)

Remarque. Compte tenu d’une remarque déja faite, on a (car divu = 0)

2/D(u) dx—/V v) dx,

Dans ces conditions, le systéme (4.1)-(4.2) est équivalent au systéme obtenu avec

D 0 0 3
A=v |0 D 0 avecD:ZWl’l.
0 D =1

A5. Matrices élémentaires.

Les intégrales sur le domaine ) sont déterminées en calculant la contribution
sur chaque élément K (triangle, tétraédre, parallélogramme, parallépipéde) de la
triangulation /quadrangulation 7y de Q.

A5.1. Matrices de rigidité.
On doit calculer les matrices élémentaires de rigidité :
ol; Ol;
Wik}l _ i Yty
? K 8$k 8$l
ou [; sont les fonctions de base de V}, associées a ’élément K. Pour déterminer ces

intégrales, on se raméne & 1’élément de référence K en effectuant un changement
de variable dans l'intégrale, avec la transformation affine

F (%) = Bk + b

qui transforme K en K. Etudions le résultat de ce changement de variable sur la
dérivée d’une fonction. On effectue les calculs dans RY avec N > 1. Soit % € K et
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# une fonction définie sur K. On note x = F (%) et v(x) = 6(X) = 9 o Fic'(x). En
dérivant la relation (%) = v(x) avec x = (x1,--- ,zy) = F(X), on obtient

(5.1)

ory Oxn
9z, 0(X) 0z, v(x) 021 T+t axNU(X)Tﬁl
V(%) = : = : — [DFx(®)]T Vo(x)
Dz 0(X) dry dxn
0z, v(X) Din + o+ Oy v(x) Din

ou DFi (%) représente la matrice jacobienne de F. On a
DFg = By,

de sorte qu’en inversant la relation (5.1), on obtient

(5.2) Vo(x) = [Bx'] Vi(%).
On note
. ) Juw - SN
(5.3) [B;(l] = o BKJ avec J = : :
Jn1 o JINN

On obtient alors
v R o .
92, X = Jet B mZ::l im g7 —(%):

Si on note I;(%) = l;(x) les fonctions de base associées a I'élément de référence K,
on obtient

N
1 —~

5.4 Whi = ——— Jem Jin W™
o B 2=,

ott Wht = (Wf]l) et Whi = (Wf;) avec

— al; ol
5.5 wht = L2 k.
(5:5) i = [ 0 03

- - T
Remarque. On voit facilement que W™ = (an) .

A5.1.1. Cas 2D : Eléments Finis Po. Compte tenu de la remarque précédente,

il y a 3 matrices élémentaires de taille 6 x 6 & calculer : /lel, W22 et W2, La
matrice B de la transformation affine Fx est donnée par (2.1) et on a

-1 1 <y3 -y (a3 — Jr31))

K = det By (Y2 —y1)  2—21

et par conséquent

J = (_y3—y1 —(yz—y1)> ]

(kg —x1) T2 — 11
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On obtient ainsi les relations

(5.6)
whi = ﬁ [(ys - ?/1)2W1’1 — (2 —y1)(ys — 1) (/WLZ + (/Wl’z)T> + (y2 — y1)2ﬁ7272}
W22 = ﬁ [(:m —21)2WU — (29 — a1) (23 — 21) (WLQ + (Wl’z)—r> + (22 — x1)2W2v2}
W12 = o [l =00 = g+ (22 = )5 — )2

+(z3 — 1) (Y2 — Z/l)(/Wl’Q)T — (x2 —21)(y2 — yl)wm}

Les fonctions de bases [; sont liées aux coordonnées barycentriques i du triangle
de référence. Elles sont données par (2.6). En utilisant la formule d’intégration des
coordonnées barycentriques (2.3) ou bien directement avec (2.2) et mapple..., on
obtient

3 10 0 0 —4 30 1 0 -4 0
1 30 0 0 —4 00 0 0 0 0
i1 0 00 0 0 0 o 10 3 0 -4 0
W= 0 00 8 -8 o | V7= 00 0 8 0 -8
0 00 -8 8 0 —4 0 -4 0 8 0
-4 -4 0 0 0 8 00 0 -8 0 8

30 1 0 -4 0

10 -1 4 0 -4

— 1 00 0 0 0 0

1,2 _ —

=51 00 4 4 -4 —4

00 —4 -4 4 4

—4 0 0 -4 4 4

A5.1.2. Cas 2D : Eléments Finis Q2. On suppose que ) est un rectangle. La
matrice Bi de la transformation affine F est donnée par (cf. (2.1) et Fig. 8).

avechlzhf:xg—xl eth2:h5=y4—y1.0nadonc

- hy 0\ (ha 0
J_h1h2<o 1/h2>_(0 h1>'

Tl y a 3 matrices élémentaires de taille 9 x 9 & calculer : W11, W22 et W12 et on a

K| =
Whi — | Wk
hihy

avec |K| = |det Bx| = |h1ha|.
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Les fonctions de bases I; sont données par (3.7). On obtient (avec mapple...)

28 4 -1 -7 -32 2 8 14 -16

4 28 -7 -1 =32 14 8 2 —16

-1 -7 28 4 8 14 -32 2 —16

N 1 -7 -1 4 28 8 2 —32 14 -16
whl=_—1 —32 -32 8 8 64 —16 —16 —16 32 |,

90 2 14 14 2 —-16 112 —16 16 -128

8 8 —-32 —-32 —-16 -—16 64 —16 32

14 2 2 14 -—16 16 —16 112 —128

-16 —16 —-16 —16 32 —128 32 —128 256

28 -7 -1 4 14 8 2 —32 -16

-7 28 4 -1 14 —32 2 8 —16

1 4 28 -7 2 —32 14 8 —16

. . 4 -1 -7 28 2 8 14 —-32 —16
W2’2:% 14 14 2 2 112 —16 16 —16 —128 |,

8§ =32 =32 § —16 64 —16 -—16 32
2 2 14 14 16 —16 112 —-16 —128
-32 8 8§ =32 16 —-16 —16 64 32
-16 -16 -16 -16 —128 32 —128 32 256

9 -3 -1 3 12 4 4 —-12 —16
3 -9 -3 1 —-12 12 -4 —4 16
-1 3 9 -3 4 —12 12 4 —16
. 1 -3 1 3 -9 —4 —4 —-12 12 16
wh2=_—_1| —-12 12 4 -4 0 —16 0 16 0
4 —12 12 —4 -—16 0 16 0
4 -4 —-12 12 0 16 0 —16
12 —4 4 -12 16 0 —16 0
-16 16 —-16 16 0 0 0 0

OO OO

A5.1.3. Cas 3D : Eléments Finis Q2. On suppose que §2 est un parallépipéde rectangle.
La matrice By de la transformation affine F est donnée par (cf. (2.4) et Fig. 9).

hy 0 O
Bg=10 hy O
0 0 hs

aVeChlzhi{:l'Q*xl,h2:h5:y47y1 eth3:h5:25721.

Il y a 3 matrices élémentaires de taille 27 x 27 a calculer : /V[71’1, W22 et W2 et
on a

K| —
Wkt — | Tkl
hih;

avec |K|=|det Bg|= |hihahs|.

A5.2. Matrice de masse. La matrice de masse élémentaire est définie par :

Mi,j:/ liljdX
K
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ou [; sont les fonctions de base associées a 1’élément courant K de T,. Par le
changement de variable Fx, on obtient

M@j = |det BK| ]/\4\1‘7]' avec ]/\4\1'7]' = [ lAilAj dx.
K

A5.2.1. Cas 2D : Eléments Finis Py. La matrice de masse élémentaire M est
de taille 6 x 6 et on a |det Bg| = 2|K]|.

6 -1 -1 -4 0 0
1 6 -1 0 -4 0

K| -1 -1 6 0 0 —4
10| -4 o o0 32 16 16
0 -4 0 16 32 16

0 0 -4 16 16 32

A5.2.2. Cas 2D : Eléments Finis Q9. La matrice de masse élémentaire M est
de taille 10 x 10 et on |det Bx| = |K]|.

11/2 —12 7/4 —12 29 —6 —6 29 17
-12 28 -2 7/4 19 9 -1 —6 7
7/4 -2 1/2 -2 -1 -1 -1 -1 -3
-12 7/4 -2 28 —6 -1 9 19 71
29 19 -1 —6 212 7 —28 17 136
-6 9 -1 -1 7 12 -3 —28 —24
-6 -1 -1 9 —28 -3 12 7 —24
29 —6 -1 19 17 —28 7 212 136
17 7 -3 7 136 —24 —24 136 448

_ K]
3150

A5.3. Matrice de la divergence. La matrice élémentaire de la divergence
est définie par :
ol;
4,J K Ox; J
ol [; et w; sont les fonctions de base respectivement des espaces V}, et Y3, associées

a l’élément courant K de Tj,. En effectuant le changement de variable x = Fx(X) =
Bgx + by dans les intégrales et en utilisant les relations (5.2), (5.3), on obtient

dx

m 5(m aiz N ~
) ol Bi(j) = — w; dX.
’ ik O,

»J

Bz(lj) = signe(det Bx) Z Jim B
m

A5.3.1. Cas 2D : Eléments Finis Py/P;. Les fonctions de base [; (vitesse Py)

sont données par (2.6) et les fonctions de base w; = 5\j (pression PPy) sont les
coordonnées barycentriques données par (2.2). Il y a 2 matrices élémentaires de
taille 6 x 3 a calculer.

-1 0 0 -1 0 0
0 1 0 0 0 0
~0 1 0 0 0 ~9 1 0 0 1
B 11 2| B()_é 1 2 1
-1 -1 =2 1 0 -1
1 -1 0 -1 -2 -1
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A5.3.2. Cas 2D : Eléments Finis Qo /Q;. Les fonctions de base I; (vitesse Qo)

sont données par (3.7) et les fonctions de base w; = 5\]- (pression Qq) sont les
coordonnées barycentriques données par (3.2). Il y a 2 matrices élémentaires de
taille 9 x 4 & calculer.

-5 -1 0 0 -5 0 0 -1
1 5 0 0 0 -5 -1 0

0 0 5 1 0 1 5 0

R . 0 0 -1 =5 R ) 1 0 0 5
BW = — 4 —4 0 0 B®=_—| —10 -10 -2 -2
36 2 10 10 2 36 0 4 —4 0

0 0 —4 4 2 2 10 10

-10 -2 -2 -10 4 0 0 —4

8§ -8 -8 8 8 8 —8 -8

A6. Traitement de la pression

Pour que le probléme de Stokes soit bien posé, il faut chercher la pression a
moyenne nulle. On peut relacher cette contrainte supplémentaire en introduisant
un multiplicateur de Lagrange A € R. La formulation (1.6),(1.7) est équivalente & :

Trowver (u,p,\) € H3(2)? x L?(Q) x R tels que
a(u,v)+b(v,p) = (f,v) V¥ve H}(N)?>

b(u,q)—&—A/qu = 0 VYgeL*(Q)
Q

/deZO
Q

Le systéme linéaire devient alors

(6.1) AU, + BP, = Fp
(6.2) BTUy, +\W =
(6.3) w'p, =

ot W est le vecteur de composante W; = / w® dx et w® sont les fonctions de
Q

base de Y}, C L?(9). Sous forme matricielle, on obtient

A B 0 U, Ey,
BT 0 w P,l=10
0o W' o A 0

Remarque. Une méthode souvent utilisée consiste a fixer la pression (a 0) en un
noeud du maillage. Cette méthode conduit & une matrice qui est en général moins
bien conditionnée que celle obtenue précédemment avec le multiplicateur de La-
grange.



1]
2
13
4
15
16
17
8
(9

[10]

[11]

(12]

(13]

[14]

Bibliographie

S.C. Brenner, L.R. Scott, The mathematical theory of finite element methods. Texts in Ap-
plied Mathematics, 15. Springer-Verlag, 1994.

H. Brezis, Analyse fonctionnelle. Théorie et applications. Collection Mathématiques Appli-
quées pour la Maitrise. Masson, Paris, 1983.

F. Brezzi, M. Fortin, Mized and hybrid finite element methods. Springer Series in Computa-
tional Mathematics, 15. Springer-Verlag, 1991.

A.J. Chorin, Numerical solution of the Navier-Stokes equations. Math. Comp., 22, 1968,
745-762.

P.G. Ciarlet, The finite element method for elliptic problems. Studies in Mathematics and its
Applications, North-Holland, 1978.

V. Girault, P.-A. Raviart, Finite element approximation of the Navier-Stokes equations.
Springer-Verlag, 1981.

, R. Glowinski, Numerical methods for nonlinear variational problems. Springer Series in
Computational Physics. Springer-Verlag, 1984.

R. Glowinski, O. Pironneau, Finite element methods for Navier-Stokes equations. Annual
review of fluid mechanics, Vol. 24, 167-204, 1992.

M. Marion, R. Temam, Navier-Stokes equations : theory and approximation. Handbook of
numerical analysis, Vol. VI, 503-688, North-Holland, Amsterdam, 1998.

O. Pironneau, Méthodes des éléments finis pour les fluides. Recherches en Mathématiques
Appliquées. Masson, Paris, 1988.

A. Quarteroni, A. Valli, Numerical approzimation of partial differential equations. Springer
Series in Computational Mathematics, 23. Springer-Verlag, Berlin, 1994.

R. Rannacher, On Chorin’s projection method for the incompressible Navier-Stokes equations.
The Navier-Stokes equations II—theory and numerical methods (Oberwolfach, 1991), 167—
183, Lecture Notes in Math., 1530, Springer, Berlin, 1992.

R. Temam, Sur l’approximation de la solution des équations de Navier-Stokes par la méthode
des pas fractionnaires (I). Arch. Rational Mech. Anal., 32, 1969, 135-153.

R. Temam, Navier-Stokes equations, North-Holland, 1984.

83



	Chapitre 1. Introduction
	1. Adimensionalisation
	2. Réductions des équations

	Chapitre 2. Equations de Stokes
	1. Quelques rappels
	2. Formulation mixte du problème de Stokes
	3. Condition 'inf-sup' continue
	3.1. Un résultat abstrait pour les problèmes mixtes
	3.2. Condition 'inf-sup' pour le problème de Stokes

	4. Approximation par Eléments Finis et condition 'inf-sup' discrète
	4.1. Quelques rappels et compléments sur les Eléments Finis
	4.2. Formulation mixte approchée
	4.3. Eléments Finis pour le problème de Stokes
	4.4. Forme algébrique

	5. Etude de la convergence des approximations.
	5.1. Résultats généraux
	5.2. Estimations d'erreurs


	Chapitre 3. Equations de Navier-Stokes
	1. Introduction
	1.1. Quelques propriétés de la forme c
	1.2. Quelques rappels utiles
	1.3. Une estimation d'énergie

	2. Discrétisation complète de la formulation mixte de Navier-Stokes
	2.1. Schéma semi-implicite (I)
	2.2. Schéma semi-implicite (II)
	3. Méthodes de décomposition d'opérateurs
	3.1. Introduction
	3.2. Méthode de projection
	3.3. Méthode de Glowinski
	4. Méthode des caractéristiques
	4.1. Semi-discrétisation en temps
	4.2. Stabilité
	4.3. Estimation d'erreurs

	Annexe : Eléments Finis pour les équations de Stokes (2D/3D)
	A1. Introduction.
	A2. Cas d'une triangulation de .
	A2.1. Eléments Finis P1.
	A2.2. Eléments Finis P2.
	A3. Cas d'une quadrangulation de .
	A3.1. Eléments Finis Q1.
	A3.2. Eléments Finis Q2.
	A4. Système linéaire (3D).
	A5. Matrices élémentaires.
	A5.1. Matrices de rigidité.
	A5.2. Matrice de masse.
	A5.3. Matrice de la divergence.

	A6. Traitement de la pression
	Bibliographie









