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Chapitre 1

Equations elliptiques

1.1 Introduction

Les méthodes de Volumes Finis sont construites & partir d'une formulation intégrale basée directement
sur la forme forte des équations a résoudre. Les intégrales ne portent pas sur tout le domaine dans lequel
sont posées les équations, mais sur des cellules disjointes appelées volumes de contréles. En comparaison,
la méthode des Eléments Finis s’appuie également sur une formulation intégrale des équations, appelée
formulation variationnelle (ou encore formulation faible) faisant intervenir des "fonctions tests" et ou
les intégrales portent sur tout le domaine. Dans la méthode des Volumes Finis, les termes de divergence
apparaissant dans les EDP & résoudre sont traités en utilisant le théoréme de la divergence. Ainsi, les
intégrales de volume d’un terme de divergence sont transformées en intégrales de surface. Ces termes
de flux sont ensuite évalués aux interfaces entre les volumes de controle et les flux aux interfaces sont
approchés par une fonction de flux numérique.

Les méthodes de Volumes Finis ont été initialement développées et mises au point pour des lois de
conservation hyperboliques. Les méthodes de Volumes Finis sont conservatives car on impose que le flux
entrant dans un volume de controle soit égal au flux sortant du volume adjacent. Ces méthodes sont par
conséquent trés bien adaptées a la résolution de lois de conservation. Le développement pour des équations
elliptiques et paraboliques est plus récent. Un avantage de la méthode des Volumes Finis par rapport a
la méthode des Différences Finies est qu’elle permet de résoudre des EDP avec des géométries complexes
dans la mesure ou elle utilise des maillages non-structurés. Dans la méthode des Volumes Finis, le domaine
(supposé polygonal) est discrétisé par un maillage constitué de volumes de controles qui sont des (petits)
volumes disjoints en 3D, des polygones en 2D, des segments en 1D. Les volumes de controles peuvent étre
construits autour des points d’un maillage initial par tétraédrisation /triangulation.

Dans ce chapitre, on commence par présenter la méthode des Volumes Finis pour des équations
elliptiques (1D puis 2D) et on s’intéressera ensuite a ’équation de transport 2D. On développera une
méthode de Volumes Finis pour les équations de Stokes et enfin on résoudra les équations de Navier-
Stokes incompressibles par un schéma semi-implicite en temps et une formulation Volumes Finis upwind
pour le terme de convection linéarisé.

1.2 Quelques rappels sur les solutions d’équations elliptiques linéaires

Dans cette section on rappelle quelques propriétés des solutions d’équations elliptiques linéaires. Pour
un domaine (ouvert connexe) 2 C R™ borné et de frontiére 92 réguliére, on considére le probléme aux
limites suivant pour une fonction w :

Lu = —div(AVu) +cu = [ dans (1.1
u = 0 sur 9N (1.2)

ou A est une matrice de taille n x n avec A = A(x) = (a;;(x)) pour x € (2 et on suppose que les

A 1<i,j<n 11
coefficients a;; € C1(Q). Les fonctions f et ¢ sont données et on suppose que la fonction ¢ € C(Q) est



6 CHAPITRE 1. EQUATIONS ELLIPTIQUES

positive ou nulle i.e. ¢(x) > 0, Vx € . Les opérateurs différentiels apparaissant dans (1.1) sont définis
par

ou ou " Qu;
Vu=gradu=(—, -+ ,=—), divu= ,
& ((9:61 &rn) ; ox;
pour X = (x1, -+ ,xp) et u = (ug, -+ ,uy,). L'opérateur £ apparait sous forme divergentielle et on doit
lire
9 ou
div (AVu) = — |aij=— .
( ) Z 833@' < Y 83;‘j>
1,j=1
En particulier, avec la matrice A = I; on obtient £ = A l'opérateur laplacien défini par
n
0%u
Au = —.
2
P Ox;

On dit que I'équation (1.1) est (uniformément) elliptique ou bien que l'opérateur £ est elliptique si

Ja>0 tel que (AX)E, E)pn = Y a;(x)&E > al€]?, VEER?, vx € Q, (1.3)

i,j=1

ol (-, -)gn désigne le produit scalaire dans R". On supposera désormais que la condition d’ellipticité (1.3)
est vérifiée.

1.2.1 Existence, unicité et régularité des solutions

Pour les quelques résultats d’existence, d’unicité et de principe du maximum rappelés ci-aprés, on
pourra consulter par exemple [2],[5],[15],[12].

Commengons par le cas de la dimension 1 avec £2 = (0, 1). Dans ce cas, le probléme s’écrit

—(au’)/—i—cu = f dans (0,1) (1.4
u(0) =u(l) = 0.

e Si f, ce C([0,1]) avec ¢ > 0 et si a € C1([0,1]) avec a(z) > o > 0 pour tout = € (0,1)(1), alors
le probléme (1.4)-(1.5) admet une unique solution classique u € C%(]0,1]).

Dans le cas de la dimension quelconque avec 2 C R™ un domaine borné et régulier, on a le résultat
suivant d’existence de solution faible(?).

e Si feL*Q),ceC(Q) avec c > 0 et si les coefficients a;; € C(Q2) vérifient (1.3), alors le probléeme
(1.1)-(1.2) admet une unique solution faible u € H}() (Lax-Milgram) et ||ul ;1 < C||f|l;2 ot C
est une constante indépendante de u et f.

Si de plus, a;; € CH(Q) alors u € H?(Q)(3) et u vérifie les équations (1.1)-(1.2) au sens presque
partout.

Donnons enfin un résultat de régularité dans les espaces de Holder. Pour 0 < a < 1, on définit les
espaces
Co’a(ﬁ) ={ue Co(ﬁ), sup —|u(x) —uly)l < oo}
xAy |x —yl|«
et pour m € N,
C™(Q) = {u e C™(Q), D’u e C¥¥(Q) avec |8] = m},
918l

ot B est un multi-indice 8 = (B1,--- ,Bn) et D = —5—— 5, avec 18] = B1+ B2+ -+ + B
Ozt - 0xp”

1. Cette condition ne traduit rien d’autre que la condition d’ellipticité (1.3) dans le cas 1D.
2. w est solution faible de (1.1),(1.2) si u € H3(Q) et vérifie JoAVu- Vo + [ cuv = [, fv, Yve H(Q).
3. On a supposé Q) régulier ; en général, on n’a pas la régularité u € H? (2) si Q présente des coins rentrants par exemple.
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e Sia;; € CHL(Q) vérifient (1.3) et f, c € C**(Q) avec ¢ > 0, alors il existe une unique solution
u € CF+29(Q).

Ces résultats d’existence indiquent un effet “régularisant” d’un opérateur elliptique, par rapport aux
données. Par exemple pour 'opérateur Laplacien (A = I;), si on prend un second membre f aléatoire
(entre -100 et 100) sur le pavé unité Q = (0,1) x (0,1) on obtient une solution “plus réguliére”, comme
I'illustre la figure 1.1. Si & présent on prend cette solution comme second membre de I’équation de Laplace,
on obtient une solution encore plus réguliére (cf. Fig. 1.1).

Remarques sur la régularité des solutions.

L’étude de la convergence d’approximation de solution doit tenir compte de la régularité de la solution
exacte. Si la solution est faible (L2, H!,---), il faut regarder la convergence dans L?, H!,- - - ; si la solution
est réguliére (C2,---), alors on peut regarder la convergence dans L2, H', H?, L>°,C',C?, ..

1.2.2 Principes du maximum

On donne a présent quelques résultats de principe du maximum pour des solutions classiques.

On suppose que a;; € CH(Q) vérifient (1.3) et ¢ € C(Q) avec ¢ > 0. Soit u € C?(Q) N CO(Q) vérifiant
Lu = f dans (.
i) e On prend ¢ =0. Si f <0 (resp. f > 0) alors u atteint son maximum (resp. minimum) sur 0.
ii)e Sic=0et f =0 alors ngfu < u < supwu. Ceci montre qu'avec ¢ = 0 et f = 0, si on choisit en
o0
particulier u,, = 0 alors on obtient u = 0.
i11) @ Si f >0 et Uy = 0 alors u > 0 dans .
iv)  (PRINCIPE DE HOPF) Soit f < 0 et soit xg € 99 tel que u(xp) > u(x), ¥x € Q. On suppose que
u est dérivable en x¢. Si ¢ = 0 ou bien si u(xg) = 0, alors

0
%(Xo) > 0,

ol n désigne la normale extérieure a 9Jf).

1.3 Volumes Finis pour les problémes elliptiques 1D

On présente la méthode des Volumes Finis pour les équations elliptiques en 1D, en considérant le
probléme modéle suivant
(P) { *u”(l‘) = f(z), z€(0,1)
u(0) = u(1) =0,
ou f est une fonction donnée. A la fin de la section, on applique la méthode au cas d’une équation elliptique
1D avec des coeeficients discontinus.

1.3.1 Maillage

On discrétise l'intervalle [0,1] en introduisant un maillage 7 de l'intervalle [0,1] défini de la fagon
suivante :

— Soient N volumes de contréle appelés aussi cellules, notés K; pour ¢ =1,--- | N :

K; =|x,

_1,T;
=3

H—%[

avec les points z,, 1 € [0,1] tels que 0 =21 <x3 <---<xp_1 <wyn,1 =1
2 2 2 2 2
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Terme source initial f.

08, e
SN e
5

Solution de -Auy = f.

{d
S

Solution de -Aus = us.

FIGURE 1.1 — Effet “régularisant” du Laplacien.
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— A chaque cellule K;, on associe un point (centre) z; € K; tel que :
0:x0:x% <z < - <xi_% < x; <.%'Z-+% < xig1 < ---<xN+% =xn41 = 1.
On introduit alors les pas de discrétisation

hi = |K1| = CL‘,L-+% 7:["1'7
h

N

i+% =Ti+1 — T

1.3.2 Formulation en Volumes Finis

On considére les approximations u; de la solution u de (P) dans chaque cellule K;. On a donc N
inconnues. Plus précisément, u; est une approximation de la valeur moyenne de u dans K; :

U ~

d:v—/ x)dr pour 1 <i<N.
IK\ L

w\

On intégre alors I’équation différentielle de (P) sur chaque cellule K;. On a

_/IQ u”(m)dx:/Ki f(x)dx

_u’(xﬂ_%) + u'(:vi_%) = hif; (1.6)

ce qui donne

1
ou f; désigne la valeur moyenne de f dans K;, i.e. f; = h/ f(z)dx
i JK;

La quantité —u'(z; 1) (resp. —u'(x,_1)) représente le fluz rentrant (resp. fluz sortant) associé¢ a
2 2

la cellule K, au point 2 = x,, 1 (resp. en x = x;_1). On approche le flux —u/(x,, 1) par différences
2 2 2
décentrées :
) o ulmggy) —ulw) . o ulmggy) —ulzin) e
—u (xi-i-%)—_ - ou —u(a:H_%)_— o : (1.7)
Tipl —Ti Lipl = Titl

Les approximations (1.7) traduisent la consistance des flux numériques Du fait des décentrements,
il s’agit d’approximations d’ordre O(h) avec h = max(h;). Au point =z = =z, on introduit les fluz

+ bl
numériques F.~, associé a la cellule K; et Ft , associé a la cellule K g :
2 2
o Ul v Wil T Ui
Fz‘+l =—-—2 Fz+1 =2 (1.8)
2 xi+%—azi .Z‘H_%—J}prl

On impose alors la conservation des flux numériques a travers le point x =z, 1
2

F~,=F", (1.9)
z+§ z+2
Cette condition correspond a la continuité du flux (exacte) —u’ en x = x,, 1. En combinant (1.8) avec
2

(1.9), on obtient
Uj+1 — Us Ui4+1 — U

Fo,o.—=F" =— =— . 1.10
H—% H—% Tiy1 — X5 hz‘-i-l ( )
2
Le schéma numeérique correspondant a 'approximation de (1.6) par (1.7) avec (1.10), s’écrit :
—(uiﬂ — ) + (s = i) =h;f; pourl<i<N, (1.11)
hi+l hi_1
2 2

et on fixe
ug = un41 = 0. (1.12)
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1.3.3 Systéme linéaire

On regroupe les N inconnues dans le vecteur u = (uq, - - - ,uN)T et on note b = (by,--- ,bN)T avec
b; = h; f;. Soit A la matrice de taille N x N définie par

ar B 0
p1 s P
A= (1.13)
BN-2 an-1 BN-1
0 Bn-1  an
avec
! + ! >0, f 1 <0
o = . Bi=—
Z hioy o Ry l hiyy
Les relations (1.11),(1.12) s’écrivent
Au = b. (1.14)

On remarque que B;_1 +a; +5; =0 pour 2 < i < N —1 et que a1 > B1, ay > By. La matrice A est
irréductible et & diagonale fortement dominante, elle est donc inversible (cf. Annexe B).

1.3.4 Convergence

On a le résultat de convergence suivant (cf. exercices).

Théoréme 1.1 Soit f € C([0,1]) et u € C?([0,1]) l'unique solution de (P). Soit u l'unique solu-
tion du schéma "Volumes Finis" (1.14). On note Uerreur e; = u(x;) —u; pour 1 < i < N avec
e = (e, €1, - ,en,en+1) o ey = ent1 = 0. Alors il existe une constant C > 0 dépendant de u mais
indépendant de h = maxi(hH%), telle que

= i| < .
lellog := max fei| < Ch, (1.15)
v 2 1/2
lell, , == <Z ‘T) < Ch. (1.16)
; i+l
i=0 13
Dans estimation (1.16), || - ||, ;, représente une norme Hy discréte. L’approximation en Volumes Finis est

donc (au moins) d’ordre O(h).

1.3.5 Equation elliptique 1D a coefficients discontinus

On décrit a présent la méthode des Volumes Finis pour un probléme elliptique 1D avec des coefficients
variables et discontinus. Les points de discontinuité des coefficients coincident avec les extrémités des
cellules du maillage. Pour une fonction f réguliére dans [0, 1], on considére le probléme suivant

(P) { — () = f dans [0,1] (1.17)

u(0) = u(1) = 0.
La fonction (3 est définie dans I'intervalle [0, 1] et constante par morceaux :

Bt siz>a

6(37):{ 5 siz<a, (1.18)
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oit @ €]0,1[ et B+, B~ sont deux constantes strictement positives. La solution (faible) u € H}(0,1) du
probléme (1.17) est continue dans [0, 1], réguliére dans chaque sous-intervalle [0, a[, Ja, 1] et elle vérifie

—pu” = f dans [0,aU]a,1] (1.19)
uwla™) = ula”) (1.20)
[Bu] =Bt (a") =B (a”) = 0 (1.21)

ol on a noté v(a~) = lim,_,,- v(z) et v(a™) = lim,_,,+ v(x).

On utilise le maillage de l'intervalle [0, 1] précédemment défini (cf. Section 1.3.1) avec h; = |K;| =
Tl =T 1 On notera aussi

h :$i+%*l‘i>0, hj

= X1 —x,,1 > 0.
+4 T LT g

i+

On suppose que le maillage coincide avec la discontinuité de la fonction 5 c’est-a-dire qu’il existe &k tel

que :

=z, 1. (1.22)
2

En intégrant 1'équation différentielle (1.19) sur la cellule K; (y compris la cellule K} ), on obtient aprés
intégration par parties et en utilisant la relation (1.21) pour la cellule K}, :

_ﬁ(xi_+%)ul($i_+%) + 5(952%)“/(33;1%) = hi f; (1.23)
1
ou f; = |7K| / f(x)dx, pour tout ¢ = 1,---, N. Soient Fz':rl et Ftl les flux numériques associés a
i K,L 2

3
la cellule K; obtenus en approchant respectivement les flux —j3 (:(;;r L )u x;r 1
2 2

) ot —Blat )ul(af ) par

différences décentrées (consistance des flux) :

(w1 —ui) (Wit1 —u; 1)
- = B(r )2 + o B(pt s
FH_%— B("Ez_’_%) h Fi—&-%_ 6(%_,_%) 5 (1.24)
+3 i+3
Le schéma "Volumes Finis" s’écrit
— _ + o . . .
Fi-i-% F;_%_hzfla 1<i<N.
On impose la conservation des flux numériques a travers les points z, 1 :
2
Fz-‘rl - FZJ—ri-l
2 2
ce qui donne
(i1 — ug) (Wit1 — ;1)
- 2 _ + i+
it+1 it1
qui est I'analogue discret de (1.21). On note F;_ 1= F;r , et le schéma "Volumes Finis" s’écrit
2
Fi—i—%_Fi—%:hifi’ 1<:<N. (1.26)

La relation (1.25) permet d’éliminer u, 1 dans expression de Fj 1. On obtient
2 2

* Ui+1 — Uy
’H—% = _524_% < - Z) ) (127)

Tit+l — T4
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avec ﬁ;-l = BT pouri >k et ﬂ;:rl = [~ pour i < k. Pour ¢ = k, le coefficient BZJFL est donné par :
2 2 2
ht h-
1 1 k41 k+1
. — - +2 + 72 , (1.28)
k_i'_% k+% /8 ﬁ

ol hk+% = h;_l +h;+l = Xg+1—Tk. Le coefficient ﬁ;+ . est la moyenne harmonique de 57 et 3~ pondérée
2 2 2

+
par hk+% et hk+%'

Etude numérique de la convergence. On peut montrer (cf. [6, Theorem 2.3|) que le schéma (1.26)—
(1.28) vérifie les estimations (1.15) et (1.16) c’est-a-dire que le schéma est au moins d’ordre O(h) pour
les normes L™ et Hol discréte. Dans ce paragraphe, on étudie numériquement la convergence du schéma
Volumes Finis précédent et on montre qu’'on obtient dans certaines situations (maillages uniformes et
positions des centres) un ordre de convergence en h plus grand que 1. On compare également avec le méme
schéma obtenu en prenant le coefficient 5 1 comme la moyenne arithmétique (i.e. 8; 1= (B~ +B1)/2)
au lieu de la moyenne harmonique (1.28).

Pour commencer, donnons une solution exacte de (1.19)-(1.21) dans le cas ou f =~ € R. La solution
exacte u est alors donnée dans ce cas par

ui(x) = %L_x(l +pu—2x) pour z € [0, o]
ug(z) = 2BLJr(l —x)(x—p) pour x € [, 1]

(1.29)

a(l —a)(B~ - B7)
aft(l—a)p~

. La Figure 1.2 montre la solution exacte avec f =~ =10, 3~ =4, 3T =1

avec [ =

et a = 0.4.

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0'8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 1.2 — Solution exacte de (1.17) avec a = 0.4, 3~ =4, T =1et f =~ = 10.

Avec un maillage non-uniforme (i.e. les h; sont du méme ordre mais différents) et des centres z; qui
ne sont pas aux milieux des cellules, on obtient les ordres de convergence indiqués dans le Tableau 1.1 en
comparant les cas de la moyenne harmonique et arithmétique (voir aussi Figure 1.3).



1.3. VOLUMES FINIS POUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES 1D 13

maillage non-uniforme maillage non-uniforme
centres quelconques centres quelconques
100 Mmoyenne arithmétique 10° moyenne harmonique
e - erreur L™ e - erreur L™ :
xx erreur H' | O(h1/2) xx erreur H' |
10t} SIIERRRIS SRR ’ ’ 1
1072 ; :
- -
> S
) )
c b
@ 103 ] 0] 1
10 o E E
107 : e :
10*  10° 10°% 107"

h

FI1GURE 1.3 — Equation elliptique 1d avec coefficients discontinus : ordres de convergence pour un maillage
non-uniforme avec des centres de cellules quelconques; moyenne arithmétique (a gauche) et moyenne
harmonique (& droite) des coefficients.

maillage non-uniforme | ||e|lo | |l€|1.n
moyenne harmonique | O(h) | O(h)
moyenne arithmétique | O(h) | O(h/?)

TABLE 1.1 — Ordres de convergence numériquement obtenus avec un maillage non-uniforme ; comparaison
moyenne harmonique/moyenne arithmétique des coefficients

Avec la moyenne harmonique (1.28), lorsque les centres des cellules sont choisis aux mileux, on obtient
numériquement un ordre de convergence en O(h?) pour la norme || - ||, que le maillage soit uniforme ou
non (voir le Tableau 1.2 et la Figure 1.4). Par ailleurs, un maillage uniforme seul (i.e. h; = h pour tout )
ne suffit pas & obtenir un ordre en O(h?) pour la norme || - |oo. En effet, un maillage uniforme avec des
centres qui ne sont pas au milieux des cellules ne fournit pas un ordre en O(h?).

moyenne harmonique
centres milieux lello | llell1n

maillage non-uniforme | O(h?) | O(h)
maillage uniforme O(h?) | O(h3/?)

TABLE 1.2 — Ordres de convergence numériquement obtenus avec les centres aux milieux des cellules
(moyenne harmonique) ; comparaison maillage uniforme/non-uniforme

L’ordre de convergence du schéma Volumes Finis avec la moyenne arithmétique des coefficients n’est
pas amélioré avec un maillage uniforme ni en choisissant les centres aux milieux des cellules.
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maillage non-uniforme maillage uniforme
centres milieux centres milieux
10-1 Moyenne harmonique 10-1 Moyenne harmonique
e - erreur L®| e - erreur L®|
5[] xx erreur H! : 2[| > erreur H' 5
T e T e

erreur
erreur

3 i-3 i-2 i-1 107 7 i-3 i-z i-1
10 10 10 10 10 10 10 10

h h

108

FIGURE 1.4 — Equation elliptique 1d avec coefficients discontinus : ordres de convergence avec les centres
aux milieux des cellules et moyenne harmonique des coefficients ; maillage non-uniforme (a gauche) et
uniforme (& droite).

1.4 Volumes Finis pour les problémes elliptiques 2D

On va résoudre I’équation de Poisson par une méthode de Volumes Finis dans un domaine polygonal
2 C R2. On cherche une fonction u = u(x) définie pour x €  C R?, vérifiant

—Au = f dans ()
(P){ u = g sur le bord 02

avec des fonctions f, g € L?(Q2) données. On suppose que la solution u de (P) posséde la régularité
w e H%(Q). Cest vrai par exemple si Q est conveze, f € L*(Q) et g € H32(dQ) (voir [4]).

On va d’abord définir un maillage admissible au sens des Volumes Finis, puis on donnera la formulation
en Volumes Finis du probléme (P). On donnera ensuite des exemples concrets de maillages admissibles.
Enfin, on terminera la section en traitant un probléme elliptique a coefficients discontinus.

1.4.1 Maillage

On définit un maillage 7 de §2 par des volumes de controle (ou cellules) K de la fagon suivante :

1. Les volumes de controle K sont des polygodnes convexes qui forment une partition de €2 :
Q=UgerK et KNL=0, VK,LeT,K +#L.

2. Pour chaque cellule K, il existe un point xx € K appelé centre, tel que les propriétés suivantes
soient vérifiées :

(a) Pour chaque cellule L adjacente a K, on a xx # xz et le segment de droite (xx,xy) est
perpendiculaire a l'aréte e commune aux deux cellules K et L (cf. Figure 1.5). On notera
e= (K|L).

(b) Pour chaque aréte e appartenant au bord 9f2, la droite passant par xx et perpendiculaire a
laréte e, intersecte e (cf. Figure 1.6).

Un tel maillage sera dit admissible au sens des Volumes Finis.
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F1GURE 1.5 — Cellules admissibles d’un maillage "Volumes Finis"

0Q

Cellule admissible Cellule non—admissible

F1GURE 1.6 — Condition d’admissibilité du maillage pour les cellules du bord

Aprés avoir établi a la section suivante la formulation en Volumes Finis du probléme (P), on donnera
des exemples de maillages admissibles au sens des Volumes Finis. Il s’agit de maillages triangulaires et de
maillages de type Voronoi.

1.4.2 Formulation en Volumes Finis

On intégre ’équation de Poisson sur une cellule K.

/K—Audx:/dex

Par la formule de la divergence, on obtient

— | Vu-ndl = |K|fg (1.30)
oK

ol n désigne la normale unitaire dirigée a l'extérieur de K et ou on a noté fx la valeur moyenne de f
dans la cellule K i.e.

fic = ‘1K|/dex. (1.31)
On note Ex 'ensemble des arétes de la cellule K et on décompose le bord de la cellule K :
OK = Uccg,ce.
La relation (1.30) s’écrit alors
> —/vu.nK,e dl' = |K|fx (1.32)

eclk
oll on a noté ng . la normale unitaire a e dirigée vers I'extérieur de K. Par ailleurs, pour toute aréte
intérieure e i.e. qui n’appartient pas au bord 0€2, telle que e = (K|L), la propriété suivante est satisfaite
pour toute solution u € H?(2) de (P) :

/VU|K *NKe dl' = —/VUL "N e drl’ (1.33)

aveC N e = —INJ e.
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Schéma VF. On approche le flux a travers ’aréte e :

— /Vu ‘ngedl ~ F . (1.34)
e
ou F e est le flur numérique a travers I’aréte e, associé a la cellule K. Le schéma "Volumes Finis" s’écrit

Y Fre=|Klfx, VKeT (1.35)

ecli

Construction des flux numériques. On considére les inconnues (ug ) associées a chaque volume

1
de controle, avec les approximations ug =~ @ u(x)dx. On désigne également par (ue), ¢, des valeurs
K

associées aux arétes de la cellule K. Ces valeurs seront utilisées de fagon intermédiaire et finalement
éliminées.
On va distinguer les cas selon qu'une aréte e appartient ou non au bord 9f2.

e Soit une aréte e d’une cellule K telle que e ¢ 0f) c’est-a-dire qui n’appartient pas au bord de 2.

(a) Pour un centre xx ¢ e, le flux numérique F . est choisi égal a :

{te = a0

Froe=—
Ke dK,e

: (1.36)
ou dg . est la distance de xg & 'aréte e C OK. Le choix de Fi . est donné pour xx ¢ e de
sorte que dg . # 0. L’approximation (1.34) avec (1.36) correspond a la consistance des flux
numeériques.

Pour éliminer les valeurs (u.), on suppose qu’il y a conservation des flux numeériques a travers
les arétes. Précisément, pour laréte e = (K|L) commune aux deux volumes de controle K et
L, on impose :

Fre=—FpLe. (1.37)

C’est I'analogue discret de la propriété de conservation (1.33). On écrit alors :

_(ue—uK)ye‘ — (ue—UL)

F =
foe dK,e dL,e

)

le] = —FLe

ce qui donne
dL,euK + dK,euL = (dK,e + dL,e) Ue-
—_—
d(xx,x1)

Par conséquent,
_dpeuk +dgeur

U =
Ixr — x|
On obtient donc ( )
U, — UK
Fge=——"—"—"l¢|. (1.38)
Ixr — x|

(b) Pour un centre xg € e, on choisit encore la relation (1.38) pour le flux numérique F . (on a
toujours xx # Xr).
e Soit une aréte e d'une cellule K telle que e C 0€) c’est-a-dire qui appartient au bord de 2.
(a) Sixg & e, alors on choisit
Ue — U
ﬁkﬁz—(zlldk\ (1.39)
K
avec

1
Ue = M/gdf. (1.40)
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(b) si xgx € e C 09, alors on prend Fi . = 0 et on choisit
1
UK = Ue = ||/ng (e C 092). (1.41)
€ e
Autrement dit, dans ce cas, la valeur ug est connue dans la cellule K.

En résumé, le schéma "Volumes Finis" s’écrit

Y Fre=|Kl|fx, VKeT

eefi
avec :
e sied 00 avec e = (K|L) alors Fg . = _MM

1 i =i (1.42)
o sieC 09, onposeue—H/gdp

€ €

i) sixg €e, alors Fg, = _MM
dK,e

ii) si xg € e, alors Fg . =0 et on prend ug = u,

Remarque 1 : Si on considére des conditions limites de Neumann homogénes Vu - n = 0 sur une partie
I' C 992, on impose alors F . = 0 pour toute aréte e C I'.

Remarque 2 : Les intégrales dans (1.42) peuvent étre calculées avec des formules de quadrature. Par
exemple, on peut utiliser les formules suivantes :

/K F(x)dx = |K|f(xx) + O(KP).

/ng — lelg(xx) + O(le) si xx € e C K C Q.

1.4.3 Exemples de maillages admissibles

1. Grille. Pour 2 =]0, 1[x]0, 1], on peut utiliser un maillage cartésien (uniforme pour simplifier). Soit

N le nombre de points de discrétisation dans les directions x et y. On note h = ﬁ le pas de

discrétisation. Pour 4,5 = 1,--- , N, les cellules K;; sont définies par
Kij :]xi_%,xi+%[x]yj_%,yj+%[ avec x; 1 = (t—1)h et Y1 = (7 —Dh.
Les centres x,; des cellules sont les barycentres des cellules :

h_
o=

| S

T .
Xk, = (zi,y;)  avec @ =z, 1+ J

=

| >

J— 'h t J—
_1,5 € y]—yjié—f_

2. Maillage triangulaire. On considére une triangulation du domaine 2, admissible au sens des
Eléments Finis : si deux triangles ont une aréte commune alors ils ont deux sommets communs.
On suppose que tous les angles des triangles sont plus petits que 7/2. En conséquence, dans un
triangle les médiatrices s’intersectent & l'intérieur du triangle. Les volumes de controle sont les
triangles de la triangulation et les centres xx des cellules sont choisis comme les centres de masse
des triangles i.e. 'intersection des médiatrices (cf. Figure 1.7). Avec I'hypothése sur les angles, les
centres xx se trouvent a l'intérieur des triangles.

On remarquera qu’une triangulation de Delaunay ne fournit pas nécessairement des triangles ayant
tous des angles < /2.
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FIGURE 1.7 — Maillage triangulaire. Intersection des médiatrices a l'intérieur des triangles si les angles
sont plus petits que /2.

FIGURE 1.8 — Cellules de Voronot

3. Maillage Voronoi. Soit P un ensemble de points appartenant au domaine 2. On définit les
cellules de Voronoi par rapport a chaque point x € P par :

Ki={yeQ, |x—-y|<|z—-y| Vz€P, z+#x}.

La construction des cellules de Voronoi est basée sur la détermination des régions délimitées par
les médiatrices des segments joignant les points de P (cf. Figure 1.8).

Les volumes de controles K sont choisis comme étant les cellules de Voronoi associées & une
triangulation de Delaunay du domaine 2. A chaque cellule de Voronol K, on associe le centre
xx € K qui est un sommet de la triangulation (cf. Figure 1.9).

1.4.4 Systéme linéaire

Pour fixer les idées, on choisit un maillage de Voronoi. En particulier, pour les cellules K ayant (au
moins) une aréte sur le bord de €2, le centre xx appartient au bord 02 (cf. Figure 1.10).
Avec le maillage de Voronoi, le schéma "Volumes Finis" s’écrit

o Y Fr.=|K|fx, VKeT

e€fK

e7 09

avec Fieo = —VLZUE) G0 2 00, e = (KL (1.43)
XK — x|

1
° UK:ue:‘d/ng sieC 0K C 09

On numérote Ky, ---, Ky les N cellules intérieures i.e. les cellules qui ne possédent pas d’arétes
appartenant au bord 9. On range les inconnues dans le vecteur u = (ug,,--- ,uKN)T e RY et le
systéme linéaire s’écrit alors

Au=b (1.44)



1.4. VOLUMES FINIS POUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES 2D 19

FI1GURE 1.10 — Cellule d’un maillage de Voronoi sur le bord

avec la matrice A de taille NV x N. On prend pour simplifier la condition limite g = 0 sur le bord 9. Le
second membre b € RY est alors donné par

| K1 fx,
b= c
‘KN|fKN
La matrice A est de la forme :
K Ly Lo
3 lexr] lexr| ek L, N\ x
e sCOK dg 1, dK, 1, dx,L,
ex. 709
Clenkl $ el ~lery L] o (1.45)
A= dleK en,.LCOLY dleL dLl,L2
6L1’L§ZBQ
el lerand T lerarl | p,
dLy K ALy, Ly eL, 7COLs dr,,rL
ey, 1200

On a noté ek 1, = (K|L) ¢ 092 I'aréte commune aux cellules K et L et dx , = |xx —xr|. Les cellules Ly,
Lo, ... sont les cellules intérieures ayant une aréte en commun avec la cellule K (cf. Figure 1.11).
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FI1GURE 1.11 — Cellules adjacentes & la cellule K

La matrice A est symétrique, elle est 4 diagonale fortement dominante et irréductible?. Elle est donc
inversible (cf. Proposition B.3). En fait, on a A;; < 0 pour tous i # j et ZlgjgN Aj; >0pour1 <i < N.
La matrice A est donc une M-matrice (cf. Proposition B.5).

Assemblage de la matrice A. Dans la pratique, pour construire la matrice A, on parcourt les arétes
du maillage de Voronoi. Pour une aréte intérieure courante e = (K|L), on ajoute les contributions des
deux cellules adjacentes K et L :

K L
e K

de de

le B .

de +de

avec d. = |xg — xr|. Lorsqu’on parcourt I’aréte intérieure e = (K|L), on calcule les coefficients A(K, L),
A(L,K) et on met a jour les coefficients A(K, K), A(L,L) :

AK,K) « A(K,K)+|e|/de

A(L,L) <+ A(L,L)+ le|/d.
AK,L) <« —le|l/d.
A(L,K) <+ —le|l/d.

1.4.5 Estimations d’erreurs

On établit des estimations d’erreurs en norme H' et L? dans le cas ot w = 0 sur le bord 9€2. On
introduit 7 un maillage admissible de 2 et on note £ 'ensemble des arétes de T avec la décomposition

Emt ={e €&, eg 00} lensemble des arétes intérieures,
Eext ={e €&, eC 0N} lensemble des arétes du bord de Q.

On désignera par Ex 'ensemble des arétes de la cellule K € 7. On note d. la distance définie par

d. — |xxk —x1| sie=K|L € &
| dist(xg,e) sie €t NEK, KET

4. En effet, supposons que A soit réductible (cf. Annexe B). Alors il existe I, J non-vides formant une partition de
{1,--+,N} tels que A;; = 0 pour tout (¢,j) € I x J. Soit 49 € I et on considére Iy ’ensemble des indices des cellules
intérieures qui sont adjacentes a la cellule K;,. On a Ai,,m < 0 pour tout m € Iy et donc Iy N J = @, Iy C I. Soit alors
i1 € Io (i1 # i0) et on considére I; ensemble des indices des cellules intérieures qui sont adjacentes a la cellule K;,. On
a Ai;,m < 0 pour tout m € I et donc Iy NJ = @, I C I. On continue avec un indice ia € Io U I tel que io & {io,i1}
et on considére I> ’ensemble des indices des cellules intérieures qui sont adjacentes a la cellule K;,. On a A;,,m < 0 pour
tout m € Iz et donc Ia. N J = (0, I C I. On construit ainsi les ensembles I d’indices des cellules intérieures qui sont
adjacentes a la cellule Kj, et les indices iy € IgUI1 ---Uly_1 avec ix & {0,491, - ,ik—1} tels que (Lo U1 ---Uly_1)NJ =0,
(IoUIi---UlIk_1) C I. On obtient nécessairement (Ip U ---UIy_1) ={1,--- ,N} =1 et donc J = ) ce qui est impossible
d’ou la contradiction. La matrice A est donc irréductible.
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et on suppose que
de #0, Ve € €. (1.46)

Cette hypothése implique en particulier que xgx & 0, VK € T.

Pour les estimations d’erreurs, on a besoin de définir la norme H} discréte. Soit X (7)) 'ensemble des
fonctions de © dans R qui sont constantes sur chaque cellule de 7. Pour u € X (7), on définit la norme

% v
LT = (Z ;(Deu)Q) (1.47)

ecE ¢

[l

ou

Do = { ug —ur, sie= K|L € &y, (1.48)

UK sie€ g NEext.
On a une inégalité de Poincaré pour la norme H{ discréte (voir par exemple [6]).

Lemme 1.1 (Inégalité de Poincaré discréte) Pour tout uw € X(T), on a
[ull 20y < diam(Q)]|ull, 7

ot diam(QY) désigne le diameétre du plus petit cercle contenant le domaine €.

On note h la taille du maillage défini par h = max(diam(K), K € T) ou diam(K) désigne le diamétre du
plus petit cercle contenant la cellule K. Les estimations d’erreurs de la méthode des volumes finis (1.43)
pour le probléme (P) sont les suivantes (cf. démonstration en exercice).

Théoréme 1.2 Soit T un maillage admissible de  vérifiant (1.46). On suppose que la solution u de (P)
avec u = 0 sur OQ vérifie u € C*(Q). Soit (ug) g la solution du systeme (1.43) et on définit la fonction
01 € X(T) avec d7(x) = u(xk) — ur pour presque tout x € K. Alors, il existe une constante C > 0
indépendante de h = max(diam(K), K € T) telle que

167120y + 1971l 7 < Ch.

1.4.6 Equation elliptique 2D avec coefficients discontinus

On généralise la section précédente en considérant un probléme elliptique ol les coefficients de 'EDP
sont discontinus. On considére un domaine  C R? polygonal convexe se décomposant en deux sous-
domaines 1 et Qs polygonauz formant une partition de Q avec Qs C Q, Q1 = Q\ Qs (voir Figure 1.12).
On cherche alors une fonction u = u(x) définie pour x € Q et vérifiant

{—div(a(X)VU) = [ dansQ (1.49)

v = 0 sur le bord 09

avec f € L%(Q) donnée et a = a(x) est une fonction constante par morceaux sur €2 :

oar sixe
a(x) = { az six € Qg (1.50)

ol ay et ag sont des constantes réelles.

La solution u de (1.49) est réguliére sur 1 et Q2 (on a u € H?(), u € H?(2) mais attention en
général u ¢ H?(Q)) et elle vérifie

—div(a;Vu) = f dans €y, i=1,2 (1.51)
u = 0 surdQ (1.52)

On note v = 991 N 9 la frontiére commune aux deux sous-domaines (cf. Figure 1.12).
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FIGURE 1.12 — Sous-domaines pour les coefficients discontinus

Pour tout v € H} (), la solution u vérifie également la relation® :

/a1Vu-n1vdI‘: —/CLQVU'HQUdF (1.54)
v gl
avec n; = —ny est la normale unitaire a v dirigée vers l'extérieur de € (cf. Figure 1.12).

On considére un maillage admissible T = T3 U Ta de o 71 et T3 sont des maillages admissibles de
Q1 et Qg respectivement (cf. Section 1.4.1). En intégrant (1.51) sur une cellule K quelconque du maillage
T, on obtient

_/aKa(qu.anp_/dex (1.55)

ol nx est la normale unitaire extérieure & K. On déduit de (1.54) et (1.55) que, pour toutes cellules K
et L adjacentes, on a la relation

/(a(X)Vu)lK ‘ngdl = — / (a(x)Vu)|p -npdl. (1.56)
e e
avec ng . la normale unitaire & e = (K|L), dirigée vers 'extérieur de K et ng . = —nr .

La relation (1.55) s’écrit encore

> Fre=|K|fx (1.57)

eefi
avec le flux F . associé a la cellule K & travers l'aréte e C 0K, donné par
Fre=— /a(x)Vu ‘ng e dl, (1.58)
e

oll ng . est la normale unitaire a e, dirigée vers l'extérieur de K.

5. Soit v € Hg(Q). La solution faible u € H{(Q) de (1.49) vérifie

/Qa(x)Vu-Vv dx :/va dx. (1.53)

Par ailleurs, en multipliant (1.51) par v et en intégrant sur chaque sous-domaine €2;, on obtient pour i = 1,2 : fQ a;Vu -
Vodx — [ a;Vu -nwdl = [, fvdx. En sommant sur 4, il vient
¥ Q;

/a(x)Vu-Vvdx—/a1Vu~n1vdF—/aQVu‘ngvdP:/fvdx
Q 0% % Q

En comparant avec (1.53), on obtient (1.54)
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Approximations des flux. Si e ¢ 0f) est une aréte commune aux deux cellules K et L, on approche le
flux exacte Fk . par

def (ue — uK) |

FK,e = FK,@ = —G0Ke 6| (159)
dK,e

ou dg . = dist(xx, e) est la distance de xg a 'aréte e C 0K et

ak.e = lim a(x), (1.60)
xGK‘3

ol x. désigne le point d’intersection de l'aréte e avec le segment [xx,xz]. Le terme u. représente une
approximation de u sur 'aréte e. On impose la conservation des flux numériques au travers de ’aréte
e = (K|L). C’est 'analogue discret de la conservation (1.56) :

Fre=—FrLe. (1.61)

On peut alors éliminer le terme u. dans I'expression (1.59) de F . et on obtient (e ¢ 09Q)

Fe=— Kol (ur, — ux)lel.
(dK,eaL,e + dL,ea'K,e)

La relation précédente s’écrit encore

(1.62)
ou le coefficient aj; ; est donné par

11 (dK,e)Jr 1 (dL,e)

Ok AKe \dK,L ar.e \dK,I

avec di 1, = die +dpe = |xx — xr,|. Le coefficient ay ; est obtenu par moyenne harmonique de ar . et
ar,. pondérée par les distances dg e et dy, .

Remarque. Si a est continue, on retrouve le coefficient a*K L = 0Ke= QL.
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Chapitre 2

Equations paraboliques

2.1 Introduction

Pour un domaine (ouvert connexe) 2 C R™ borné, de frontiére 992 réguliére et pour un temps 7' > 0
fixé, on considére le probléme aux limites suivant : trouver une fonction u = u(x,t) avec x € € et
t € (0,7), telle que

— —Lu = f dans Qx(0,7) (2.1)
u = 0 surdQ2x(0,7) (2.2)
u(x,0) = wup(x) dans Q.

La condition (2.2) est la condition limite sur le bord du domaine 2 (ici Dirichlet homogeéne). La condition
(2.2) est la condition initiale & 'instant ¢ = 0. L’opérateur L est défini par

Lu := div(AVu)—b-Vu—cu (2.4)
"9 ou " ou
= —_— i | — bli — 2.

avec A = A(x,t) = (a;j(x,t)) € R™", b = b(x,t) = (bi(x,t)) € R" et ¢ = ¢(x,t). On suppose dans
tout ce chapitre (sauf précision contraire) que les coefficients a;; € C1(2 x [0,71). Les fonctions b, ¢ et
f = f(x,t) sont données dans C'(2 x [0,7]).

On dit que I’équation (2.1) est uniformément parabolique si 'opérateur — L est uniformément elliptique
en la variable d’espace X, c¢’est-a-dire si la condition suivante est satisfaite :

Fa>0 tel que (A(x,0E g = 3 ai(xDEE > alldl’, VEER", ¥x,1) € Q2x (0,T).  (26)

1,j=1
On supposera désormais que la condition (2.6) est vérifiée.

Voici a présent quelques résultats d’existence, d’unicité et de principe du maximum relatifs aux équa-
tions paraboliques (on renvoit par exemple aux ouvrages [2], [5], [15], [12]).

2.1.1 Existence et unicité des solutions

Commengons par le cas de I’équation de la chaleur avec L = A.

e Si feL?Qx(0,T)) et up € Hi(Q) alors le probléme (2.1)-(2.3) avec L = A admet une unique
solution

we L2(0, T3 HA(Q) N H()) N C((0, T); HY ()

u 2 )
En € L*(0,T; L*(2))

vérifiant les équations (2.1), (2.2) et (2.3) au sens presque partout.

(2.7)

25
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e Si feC®(Qx[0,T]) et ugp € L*(Q) alors il existe une unique solution
ueC®Qx[e,T]) Ve>0. (2.8)

Si de plus, ug € C®(Q) et (f, ug) vérifie certaines relations de compatibilité(!) sur 9Q alors
u € C™®(Q x[0,7)).
D’aprés (2.8), on voit que I’équation de la chaleur a un effet fortement régularisant sur la donnée initiale
ug. En effet, la solution u est C'°° en x pour chaque ¢ > 0, méme si la donnée initiale ugy est discontinue.

Ces résultats se généralisent au cas d'un opérateur L a coefficients réguliers :

e Sia;j,bi,c € C®(Q x [0,T]) et si les coefficients a;; vérifient la condition d’ellipticité (2.6) alors
tous les résultats précédents restent vrais. On remarquera qu’il n’y a pas d’hypothése sur le signe
de la fonction ¢, contrairement au cas elliptique (cf. Chap. 2).

2.1.2 Principes du maximum

Soit u € C?(2 x (0, 7)) N C%(Q x [0,T]) vérifiant uy — Lu = f.
e On prend ¢ = 0. Si f < 0 (resp. f > 0) alors u atteint son maximum (resp. minimum) sur
Y =00x[0,T] U Qx {t =0}. En particulier, si u est solution de (2.1)-(2.3) avec c =0, f > 0 et
up > 0, alors v > 0 dans  x [0, 7.
e (PrINCIPE DE HOPF) Soit f < 0 et soient xg € 99, tg € (0,7T) tels que u(x,ty) < u(xo,tp) pour
tout x € Q. On suppose que u est dérivable en xg. Si ¢ = 0 ou bien si u(xg,tg) = 0 alors

0
%(Xo, to) > 0,

ou n désigne la normale extérieure a 0f).

Pour I'équation de la chaleur avec f = 0 et ¢ = 0, si ug > 0 avec ug #Z 0 alors la solution u de
(2.1)-(2.3) vérifie u(x,t) > 0, Vx € Q, Vt > 0. Autrement dit, l'effet d’une petite perturbation initiale est
ressenti immédiatement partout : la chaleur se propage avec une vitesse infinie.

2.2  Volumes Finis pour I’équation de la chaleur en dimension 1 d’espace

On considére I’équation en 1D d’espace avec 2 = (0,1) : trouver u = u(z,t) pour (x,t) € (0,1)x (0,7
telle que

du LM damsQri=(0,1) % (0,7)
u(0,t) =u(l,t) = 0, te(0,T)

u(z,0) = wo(x), xe€(0,1)

avec v > 0 une constante donnée. On suppose que le probléme (P) admet une unique solution u €
C%*(Qr) N C°(@Qr). On notera qu’on a l'estimation suivante (avec ug € HZ(0,1) et f € L?(Qr)) :

Il 0,1y < € (w0l 0,) + 1 2(py) PO tout ¢ € (0,7). (2.9)

1. Les relations de compatibilité sont des conditions nécessaires pour que v € C*(Q x [0,7]). Elles s’obtiennent en
écrivant que toutes les dérivées de u par rapport a ¢, sont nulles sur 9Q x [0,7] i.e. u = Qpu = -+ = 8tju =... =0 sur
99 x [0, T]. On dérive de fagon itérée I’équation (2.1) par rapport a ¢ et on utilise les relations précédentes. Par exemple,
I'équation u; = Au + f dans Q x [0, 7], fournit sur 9Q x {t = 0} la relation —Auo = f(x,0) pour x € 9. Puis I'équation
g = Aug + fr = A%u -+ Af + f, dans Q x [0, T], fournit sur 92 x {t = 0} la relation —A2uy = Af(x,0) + f(x,0) pour
x € 0f), et ainsi de suite ... On peut prendre par exemple, les relations suivantes

uozAuoz‘--:A]‘u():u‘:()suraQ,
f=Af=---=Alf=...=0sur 9Q x (0,T).

On remarquera enfin, que ’hypothése uo € C>(Q) avec uo = 0 sur 99 ne suffit pas pour avoir u € C*°(Q x [0,T])...
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On discrétise I'intervalle [0, 1] par un maillage 7" défini par les cellules de controle K; =]z, _1,z; 1| de
2 2

1
centres x;, i = 1,--- , N (cf. Section 1.2.1 du Chapitre 1). On note h; = |K;| et u;(t) = h/ u(z,t) dz
i JK;

pour ¢ € [0,T]. En intégrant I’équation différentielle de (P) sur la cellule K;, on obtient
ou ou

;lt/Kiu(:L‘,t) dx — <8x<xi+§’t> - ax(:vi_é,t)> = hifi(t),

1
ou f;(t) = h/ f(z,t)dz. On obtient ainsi, pour tout ¢ =1,--- | N et t € [0, T,
1 JK;

d Fip1(t) = Fi_1 ()
it 2 2 — £, 2.10
() + (0 (2.10)
X . u .
ol on a noté ‘7:z+%(t) = —ya—(xH%,t) le flux exact de u en Tip1 A I'instant ¢.
x

2.2.1 Schéma d’Euler explicite

On discrétise en espace et en temps 1’équation (2.10). Soit At > 0 le pas de discrétisation en temps
et on introduit les instants " = nAt pour n = 0,--- , M avec T = M At. On considére I’approximation
1 ou
ul' >~ u(t) = / u(z,t) dr et le flux numérique F" , ~ —y——(x;,1,t") donné par (cf. Chapitre 1,
hi Jk, it3 oxr" 72
Section 1.3.2)

Uity — uf
i+

Le schéma d’Euler explicite s’écrit en approchant la dérivée en temps

Ou; (1) ~ ul T —
ot At
et en écrivant ’équation (2.10) au temps ¢t". On obtient, pouri=1,--- ,N,n=0,--- | M,
+1 n F" 1 F" 1
u" — g it3 i—3 n
= f] 2.12

on f = F(t) = o [ (et de

Forme matricielle.
En combinant (2.11),(2.12), on a, pour i =1,--- ,Netn=0,--- , M,

n

Py Uiy — U

2 ?

At hh :

U

1
= [

qu’on peut écrire sous la forme

At At 1 1 At
ntl _ n Sl n Y AT

1
=3 3 ity

Le schéma "Volumes Finis" Euler explicite s’écrit donc

iz ullq + ALfP (2.13)

(2

ultt = —fyAtB;l__l ul gy + (1 - 'yAt(;:Z:) ul — At

7 K3
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avec
1 1 1
o = + >0, fBi=-— <0, (2.14)
hi—% hz’—&—% hi—i—%
pouri=1,--- ,Netn=20,---,M. On pose également 5y = By = 0. Les conditions limites et initiales
sont données par
uy =un, =0, n=0,-- M
1 2.15
u?:/ wo(x)dx, i=1,---,N ( )
hi Jk,
On pose u™ = (uf,--- ,ul)T € RN et f* = (f,---, f2)" € RN. Le schéma d’Euler explicite s’écrit

vectoriellement
u't = (Iy —yAtH ' A) u" + Atf", (2.16)

ot A est la matrice du schéma Volumes Finis pour I’équation elliptique 1d du Chapitre 1 (cf. (1.13)) :

a1 P 0
B1 o Ba
A= (2.17)
BN—2 an-1 Bn-1
0 BN-1 an

avec «;, 3; définis par (2.14). La matrice H est la matrice diagonale telle que Hy; = h;, 1 < ¢ < N i.e.

hy 0 1/h 0

h 1/h

? H!'= /h2 _ : (2.18)
0 hy 0 1/hy

Le systéme (2.16) est explicite dans la mesure ot il n’y a pas de systéme linéaire a résoudre : le vecteur
u"t! est calculé directement & partir de u” sans résolution de systéme linéaire.

Stabilité.

On note ||v||, = max lvg| pour v = (v, ,on) .

1 1 1
Proposition 2.1 Soit A = vAt max — + )
1<i<N hi hi_; hi—i-l
2 2
1. Principe du mazimum discret.
Soit f>0etug>0.5A<1 alorsu™ >0 pour tout 1 <n < N.
2. Stabilité L.

Si A <1 alors

0"l < 00l + TUf N oo ¢ 0,7 (2.19)

pour tout n =1,--- , M.

; At 1 1
Démonstration. Sous I’hypothése A < 1, on a 1 — ’yAt% =1- ’yh— ( + > > 0 pour tout
i i

i=1,---,N.

1. Par récurrence sur n, on montre alors facilement & partir de (2.13) que u® > 0 = u"*! > 0.
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2. D’aprés (2.13), pour tout ¢ = 1,--- , N, on a (5; < 0)

le

h | Uy 1| ’)/At ’uz+1‘+At|fz|

[+ < ( vAt> N

soit

Bi-1

L, At

h, [[uloo + ALl

pour tout ¢ =1,--- ,N.Onaao; + 31+ 8 =0pourl <i< N, fg=8ny =0¢et ag + 1 >0,
ay + By > 0. On obtient donc

] < (1 —wAta?) T

" < Ju"ll + At

ce qui implique (2.19). O

Convergence

On note h = maxi<j<n h; et on introduit la norme L2 discréte définie par

N 1/2
1vllon = (Z hw?) : (2.20)
=1

pour v = (v1,- -+ ,vy) . La norme L? discréte || - ||, , posséde la propriété! : ||v|, , — [vll £2(0,1) Pour
) ? ﬁ I’

toute fonction v € L2(0,1) continue sur (0,1) avec v = (v(z1), -+, v(zn)) .

Proposition 2.2 Soit uy € C?*([0,1]) et f € C°([0,1]). On suppose que (P) admet une solution
u € C%([0,1] x [0, T]). On note (ul) 1<i<n la solution du schéma Volumes Finis explicite (2.16) et on pose

0<n<M

el = u(x;, t")—ul pourtoutl <i < N,0<n < M. On suppose que A\ = 7Atmaxh<h1 —i—hl ) < 1.

1<i<N i—3 i+l

Alors il existe une constante C > 0 indépendante de h et At telle que
e [lo,, < C(h+ At)

avec € = (e, -- ,e%)T, pour tout n =20,--- , M.

Démonstration. A faire.

2.2.2 Schéma d’Euler implicite

On écrit I'équation (2.10) a l'instant "1 et on approche la dérivée en temps

1
%(tn—&-l) ~ u?+ — UZL
ot B '

At
Le schéma Volumes Finis s’écrit alors, pour 1 <: < N, 0<n < M :
n+1 n+1

+ i—
[ 4 2

A -~ = frtt (2.21)

1. En effet, on a

||“H2L2(o,1) = Z/ x)dr = Z |K;|v?(x:) + O(h)  (formule des rectangles pour v de classe C* sur [0, 1])

Z hmZ + O(h
i=1
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o fit = fi(tnt) = / f(z, ") da et avec (cf. (2.11))
untl ot
’+2 hi—i—%

Forme matricielle

Pour 1 <i< N,0<n < M, on obtient

At oy At 1 1 . At
— n 1 — ntl _ ntl oy AL

Les conditions limites et initiales sont données par

uy =un, =0, n=0,--- M
1 2.22
u?:/ wo(x)dx, i=1,---,N (2:22)
hi Jk,

Le schéma "Volumes Finis" Euler implicite s’écrit donc

vAt&h—f w4 <1 + fyAth > nl »yAt@ ul =l 4+ Atf (2.23)
(2
avec (cf. (2.14))
1 1 1
o = + >0, fBi=-— <0, (2.24)
hioy o Ryt hig s

pour 1 <i< Net0<n<M.

On pose u” = (uf,--- ,u’J(,)T € RN et f = (fp,--- ,f}Z’[)T € RY. Le schéma d’Euler implicite s’écrit
vectoriellement, pour 0 < n < M :

(In +yAtH T A) u"th = u™ 4+ At (2.25)

ou A est la matrice définie par (2.17) et la matrice diagonale H est donnée par (2.18). On remarquera
que les matrices A et H~! sont symétriques mais le produit H !4 ne I'est pas. On préfére alors écrire le
systéme (2.25) sous la forme

(H +yAtA)u™ = H (u" + A" ), (2.26)

La matrice H +yAtA (de méme que la matrice Iy +yAtH 1 A) est & diagonale strictement dominante
(v > 0) donc elle est inversible (cf. Annexe B). Par ailleurs, le schéma est implicite : une fois qu’on connait
u”, on détermine u”*! en résolvant le systéme (2.26).

Stabilité

Proposition 2.3

1. Principe du mazimum discret. La matrice H + yAtA est une M-matrice. Si f > 0 et ug > 0 alors
u” >0 pour tout 1 <n < M.

2. Stabilité L.
Pour tout 1 <n < M,

[[u”]

0
< o + Tl oo 0,1y x (0,7)) (2.27)
Remarque. Contrairement au schéma explicite, il n’y a pas de condition de stabilité sur At et h. En

revanche, il faut résoudre un systéme linéaire.
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Démonstration.

1. Soit M = H +~vAtA. On note (m;;) les coefficients de M. Pour tout 1 <4, j < N, on a clairement
m;; < 0 pour i # j et Z;V:1 mj; > 0. Par conséquent (cf. Annexe B), M est une M-matrice et en

particulier elle est monotone. Par récurrence sur n, on en déduit que u”™ > 0 pour tout n, dés que
f>0et uy>0.

2. A partir de (2.23), on obtient, pour tout 1 <i < N,

<1+7At2‘f> <~ Atﬁ’ 1| ultt — Atiz w4l + At
(A

IN

5 1 Bi
—VAt#, ™+ ’YAt - HunHHoo + [[u”] o + AL
(A

) = ) =

Soit ig tel que |u maxj<;<ny |u . On a alors

(673 o — .
(1 ! ”A’“‘»O> ] < AL A+ o+ A
hzo —— hlo hlo

=[lunt|
On a toujours «;, + Bi,—1 + Bi, > 0, on obtient donc
™| < Jul o + AL

pour tout 0 < n < M. On en déduit que [[u™|| < [’ + TNl oo 0,1y (0,1))

Convergence
On note h = maxi<j<n h;.

Proposition 2.4 Soit ug € C?(0,
u € C%([0,1] x [0,T]). On note (u! )

S
el = u(x;,t") — ul pour tout 1 <1 2 N 0 <n < M. Alors il existe une constante C' > 0 indépendante

7

de h et At telle que

1]) et f € C°([0,1] x [0,T]). On suppose que (P) admet une solution
N la solution du schéma Volumes Finis implicite (2.25) et on pose

le®{lo,, < C(h+ At)

avec e” = (e, --- ,e%) " pour tout n =0,--- , M.

Remarque. 11 n’y a pas de condition de stabilité portant sur les pas At et h.

Démonstration. D’aprés (2.10) a I'instant ¢ = "1, on a :

n+1 n+1
d il ]:H%(t ) = Fi_ %(t )_ ntl
&Uz(t ) + hi = fl(t )7 (228)
n+1 1 n+1 n+1 du n+1 ;
avec u;(t"t') = " u(z, ") dx et .7-"i+%(t ) = —’y%( i1t ) le flux exact de u en Tip1 A
i JK;
d 1 0
'instant "*1. On a %ui(t"“) = . 8—1:( ") dz et, pour = € K;
ou ou 0%u
-7 n+1 — ZZ(p. ntl P n+1 ; .
5 (x,t") 5 (i, t") + (v — ;) T (6,t"T), 6 compris entre x et x;
0
= St + O(h),
ce qui donne
iu( n+1) %(x tn+1)+0(h>
dt ot "
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On obtient donc

d w(wg, ") — w(xg, t7)
— (1" = 2 O(h + At 2.29
Lali) = = +O(h+ A1), (229)
Par ailleurs, on montre que (voir aussi Chapitre 1, exercice 1, série I)
ou
1y 1
F; %(tm_) = ’Y%( ZJr1,t”"’)
w(zipr, ") — w(ay, T
= — ( i+1 h) (@i )—I-RZ-_,_%
i+
avec
82
IR, \ <h (2.30)

i+s 1522 Ox? HLoo((o 1)x(0,1))
L’équation (2.28) s’écrit donc

At i 75n—&-1 _ i n+1 i n+1y _ i 75n-§—1
(:E“tn+1) —U(ﬂ?l, )+'Y ( (JT +1, ) U(l’ it )) + (U(IL‘ b ) u(:v 1) ))
hi b1 h; 1
2 2
N
= Arfrt (Ripy = Ris) +O(h+ ADAL (231)

Par ailleurs, le schéma "Volumes Finis" implicite (2.13) s’écrit sous la forme

At un-i—l _ un—H un+l _ un-‘rl
u?—i-l U + oy _( i+1 i ) + ( 7 i—1 ) _ Atfln—i-l (232)
hi hi+l h,_1
2 2
En considérant l'erreur e = u(z;,t™) — ul', on obtient a partir de la différence entre (2.31) et (2.32) :
At [ (el —erthy (et =) At
n+1 Vil 7 [ i—1 _ = ) o )
e —el +y— i ( hi + o i (RZJF% Rz_%) + O(h+ At)At, (2.33)
2 2
pour 1 <i< N et 0<n< M.On multiplie ’équation (2.33) par hie?H et on sommesur¢=1,--- , N :
N N (€n+1 o en—l—l n+1 _ en-‘rl)
+1 +1 Cit1 6 ) +1 1) n+1
; hi(ef™ —el)el ™ + yAt (— ; ! hi-i- L Lel T+ Z el )
= 2

N
— At Z (Bipr = B ) et - O(h+ AOALY hiel ™. (2:34)
=1

2
1=1

A partir de I'identité 2ab = a? + b* — (a — b)?, on obtient

et — et = et el e~ e
En utilisant le fait que ejt = ef,(,':ll = 0, équation (2.34) devient
12 1 2 2 > (i —ei™) i nﬂl )
le™* llon + le" " —e"llg.n — e[l +27vAt —Z - 3 et +Z o — el
i=0 i+§ +
N
= 2At (Z Rijef™ = Ri;e?H) +O(h + At)At Z hieftl.
i=0 i=1 i=1

Ainsi on a

2 2 2
le" Hlo + lle™ ™ — €™ llg, — lle"llo, + 2vAt(Dnr1)?

= 2A¢ <Z R, 1(eftt — ;"‘jf)) + O(h+ At Atz hiel ™. (2.35)

=1
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avec
N n+1 n+1\2
2_2(6i+1 —€e ")
=0 i+3

Par Cauchy-Schwarz,

N N 12 , § 1/2 N
° Zhie?H < <Z h¢> (Z hi(e?+1)2> .Or,on a Z h; =1, donc
i=1 i=1 ;

=1

N
D hiett < e g .

i=1

N 1 1 N 12 /N (Bl — en )2 1/2
n-+ n-+ 2 ? ?
o E :RH%(% —ey) < (E :hi+;Ri+;> (E :h>
C

i=0 i=0 i=0 it+3

N s \1/2 o

< (Zhi+%) Dns1 d’aprés (2.30) et (2.36)
1=0
N

1/2

< Ch(Xhiy) " Dus
7,:071

< ChDpy1

On déduit alors de (2.35),
2
€2~ €72, + 2YAHDyir)? < CAE (RDyy + (i A1) "],

ot C' > 0 est une constante indépendante de h et At. En utilisant 'inégalité de Young (cf. Annexe C),
on obtient pour tout €1,e9 > 0,

C

—At*(h + At)?
€2

2 C 2
"1 = e + 29 80(Ds1)? < 1 AP + SAE ol +

ou C' > 0 est une constante indépendante de h et At. On choisit 1 = 2y > 0 et on obtient, pour tout
€9 >0,

C
(1 —e2)lle" o, < e[|, + CALR? + 5At2(h + A2 (2.37)

On choisit alors 1 — g9 = ﬁ >01i.e g9 = 14%& > 0, de sorte que pour tout 0 <n < M,
le™* g, < (1+At)lle"[|3, + CAt (h + At)? (2.38)

C > 0 est une constante indépendante de h et At. D’aprés le lemme de Gronwall (cf. Annexe C, (C.2)),
on obtient, pour tout 1 <n < M,

le" 13 < (1ellg, + € mA (b + A1) exp(nAt),
Puisque nAt < T', on en déduit
e o < € (lle%llo + R+ At), (2.39)

avec C' > 0 indépendante de h et At.
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1
De plus, on a choisi la donnée initiale u) = h/ uo(z) dz = up(z;) + O(h;) et donc e = O(h;) pour
Jx,
tout 1 < ¢ < N. Par conséquent, on a He0||07h = O(h) et on obtient
1€l < C(h+At),

avec C' > 0 indépendante de h et At. O

2.3 Equation de la chaleur en 2D d’espace et Volumes Finis

On considére un domaine polygonal Q C R2. Pour T > 0, on cherche une fonction v = u(x,t) pour
x € Q et t € [0,T] vérifiant 'équation de la chaleur suivante :

% —vAu = f dans Qx]0,T (2.40)
u = g sur 02x]0,T (2.41)
u(-,0) = wp dans Q. (2.42)

Les fonctions f, g, up et le paramétre v > 0 sont donnés. On associe au domaine ) un maillage
"Volumes Finis" admissibles (cf. Chapitre 1, section 1.4). Pour fixer les idées, on considére un maillage
dont les volumes de controle sont les cellules de Voronoi associées a une triangulation de Delaunay de €.
A chaque cellule K, on associe les centres zx qui sont les sommets des triangles (cf. section 1.4.3 ).

2.3.1 Discrétisation en espace

On suppose la solution u de (2.40)—(2.42) réguliére (cf. section 2.1.1). On intégre I’équation (2.40) sur
une cellule K et en utilisant la formule de la divergence, on obtient :

d
— | u(x,t)dx—v Vu-ngdl = |K|fx
dt Jr oK
avec fi(t) = \K| S f i f(x,t) dx et ng désigne la normale unitaire dirigée vers I'extérieur de K. On pose
ug(t) = |K]fK u(x,t) dx et on a, pour t € [0, 7],
duK
K% @ v 3 [ Vuenedr = K17io) (2.43)

eclk

ou £k désigne 'ensemble des arétes de la cellule K et ng . est la normale unitaire a e dirigée vers
I'extérieur de K.

On approche le flux — /Vu ‘ngdl' ~ Fg . avec
e

Fio= WK =) e g 00, (2.44)
XK — XL
Si K posséde une aréte sur le bord 0f2, on impose
1
UK = Ue = 77 /g(x,t) dl’ sieC 0. (2.45)
K| Je

Le schéma Volumes Finis de discrétisation en espace s’écrit ainsi, pour ¢ € [0, 7],

K15 1) 4+ Y wFicelt) = K1), (2.46)

e€li
eZ 0N
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2.3.2 Schéma explicite en temps

Soit n € N* et At = % > 0 le pas de discrétisation en temps avec t* = kAt pour k = 0,1,--- ,n. On

1
note 'approximation ¥, ~ wuy (tF) = 4l Ji u(x, t%) dx.

Le schéma explicite associé a (2.46) s’écrit, pour tout K € T , k=0,--- ,n,
(! — )
\K’KTtK + Z VFIk{,e = |K|fF, (2.47)
e€fk
eZ 90
avec
k k
u u
Ff. (g = up) le| (e ¢ 99Q). (2.48)
XK — XL

On écrit les relations (2.47) pour toute cellule K intérieure i.e. une cellule ne possédant pas d’aréte
sur le bord 0€2. Pour une cellule K ayant une aréte sur 02, on impose ug = u, donnée par (2.45). On
obtient ainsi le schéma :

— Pour toute cellule K intérieure,
w1k VAL le] ko k k
e€ly K L
e=(K|L)
— Pour toute cellule K possédant une aréte e C 9€2, on impose u’?l = U, OU U est donnée
par (2.45).

Systéme linéaire
On prend (pour simplifier) g = 0. Soit N le nombre de cellules de controles intérieures. On regroupe
les inconnues dans le vecteur u* = (u];ﬁ, e ,u];(N)T et on note f* = <f[k’(1 - ,fIk(N)

Le systéme linéaire correspondant & (2.49) s’écrit
uFt = (Iy — vAtH ' A)u® + At ¥, (2.50)

ou Iy est la matrice identité d’ordre N et A est la matrice de taille N x N définie par (1.45) et corres-
pondant au Laplacien. La matrice diagonale H de taille N x N est définie par

| K1 0

| Ko
H = . . (2.51)

0 |KnN|

Le systéme (2.50) est explicite : il n’y a pas de systéme linéaire a résoudre pour déterminer uf*! a

partir de u®. Le schéma (2.50) est L>-stable si ||u¥||o, < C pour tout 0 < k < n avec C' > 0 une constante
indépendante de k et N. On montre (cf. exercice) que le schéma (2.50) est L>°-stable sous la condition

1 le|
A = vAt max (* E 7) <1. 2.52
1<i<N \| K] el XK, — XL 252)

e=(K|L)
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2.3.3 Schéma implicite en temps

Le schéma implicite associé & (2.46) s’écrit, pour tout K € T , k=0,--- | n,
(uk+1 —uk )
I+ 2 v = KR (2:53)
eefi
eZ 00N
avee E+1 E+1
FkH:Me e ¢ 9N). 2.54
K= T (e o0) (2:54)

On écrit les relations (2.53) pour toute cellule K intérieure i.e. une cellule ne possédant pas d’aréte
sur le bord 9€2. Pour une cellule K ayant une aréte sur 02, on impose ug = u, donnée par (2.45). On
obtient ainsi le schéma :

— Pour toute cellule K intérieure,

k vAL le| k k k
gt + |K| Z IxKx — Xz (uKH - “L+1) = je + At fi! (2.55)
=
ei(KIfL)

— Pour toute cellule K possédant une aréte sur le bord 92, on impose u’;;rl = Ue OU U

est donnée par (2.45).

Systéme linéaire

On prend toujours g = 0 (pour simplifier). Le systéme linéaire correspondant & (2.55) s’écrit
(In +vAtH T A)u ! = uF + ArfiHt (2.56)
avec A et H définies par (1.45) et (2.51) respectivement. On écrit le systéme (2.56) plutot sous la forme

(H + vAtA) ! = H (u* + ALeE), (2.57)

la matrice M = H + vAtA étant symétrique (ceci peut étre avantageux pour la résolution numérique du
systéme linéaire (2.57)). On montre également que M est une M-matrice.



Chapitre 3

Equation de transport

3.1 Introduction

On considére un probléme de transport posé dans un domaine 2 C R2. Etant donné un champ de
vitesse V :  — R2, on cherche une fonction u : Q x Rt — R vérifiant

% +div(Vu) = 0 dans Q x R (3.1)
w(V-n) = 0 surdxRT (3.2)
u(-,0) = wup dansQ (3.3)

ol ug est une fonction donnée et n désigne la normale unitaire dirigée vers |’extérieur de €). On suppose
que le champ de vitesse V est tel que
divV =0, (3.4)

de sorte que 'équation de transport (3.1) s’écrit encore

% +V.Vu=0.
La condition limite (3.2) est satisfaite si u = 0 sur 02 ou bien si V- n = 0 sur 012, auquel cas il n’y
a pas besoin de condition limite pour u sur 9€2. En fait, pour que ’équation de transport (3.1) avec la
donnée initiale(3.3), il suffit d’imposer une condition limite pour u uniquement sur la partie du bord
' = {x € 99 tel que V - n(x) < 0}.

L’équation de transport (3.1) modélise par exemple ’évolution en temps et en espace de la concen-
tration u (ou densité) d’un composé dans un fluide en mouvement par un champ de vitesse V donné. La
donnée ug représente la concentration initiale dans le fluide a 'instant initial ¢ = 0. Le systéme (3.1)—(3.3)
représente une lot de conservation au sens oll la masse totale fQ u(x, t) dx est conservée au cours du temps.
En effet, en intégrant I’équation de transport (3.1) sur €2 et en utilisant la formule de la divergence avec
la condition limite (3.2), on obtient pour tout ¢ > 0,

— [ u(x,t)dx =0.
Par ailleurs, la terminologie “transport” vient du fait que ’équation (3.1) “transporte” la fonction u

sous l'action du champ de vitesse V. En effet, considérons le flot X : Q x RT — R? associé a V, solution
de

dX
= (1) = V(X(x, 1)), t >0 (3.5)
X(x,0)=x€Q

Sous l'action de V, X(x,t) représente la position a I'instant ¢ d’une particule qui était en x € € a 'instant
t =0 (cf. Figure 3.1).
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Vv
\‘ X(x,t) (t>0)

'
.
.
.
.
--------- .- V
.
.

FIGURE 3.1 — Flot associé au champ de vitesse V

La fonction u est alors constante le long du flot. En effet, on a

d ou dX
ﬁ[u(X(x,t),t)] = E(X(x,t),t) t Vu(X(x,t),t)
_ (?);‘ V. w) (X(x,1),) = 0

Par conséquent, on obtient bien
u(X(x,1),t)] = u(x,0) = up(x), pour tout t > 0.

La valeur initiale ug(x) est ainsi transportée le long de la caractéristique X(x, -)

3.2 Maillage

Le maillage 7 "Volumes Finis" est constitué de volumes de controle K qui sont des polygones formant
une partition de 2 :
Q=UgerK ¢t KNL=0, VK, LeT,K # L.

1. Schéma "cell center”

Le maillage 7 est une triangulation du domaine ). Les volumes de contréle K sont donc les
triangles de cette triangulation. Les centres xx sont les barycentres des triangles.

FIGURE 3.2 — Maillage "cell center"

La triangulation T de Q2 doit étre admissible au sens des Eléments Finis. En revanche, contrairement
au cas des équations elliptiques, on ne demande pas que les angles des triangles soient plus petits
que 7/2, puisque les centres de cellules (les triangles) sont ici les barycentres.
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2. Schéma "cell vertex"
Dans de nombreuses applications, les quantités sont définies aux sommets des triangles d’une
triangulation du domaine €2, plutét qu’en leur barycentre. Dans le schéma "cell vertex" on utilise
toujours une triangulation de 2. Les centres des cellules sont choisis comme les sommets des
triangles de cette triangulation. Les cellules K du maillage "Volumes Finis" de centre xg, sont
obtenues en joignant - pour chaque triangle ayant en commun le sommet xx - le point milieu de
chaque aréte issue de xx au barycentre.

FIGURE 3.3 — Maillage "cell vertex"

Variantes :

— Les cellules K sont obtenues en joignant les barycentres des triangles ayant le centre xx comme
sommet.

— Au lieu de considérer les barycentres, on considére les centres des cercles circonscrits que 1’on
joint entre eux. On obtient ainsi des cellules de Voronoi.

3.3 Formulation en Volumes Finis

On notera dorénavant

F(u) = Vu. (3.6)

Soit K une cellule d’un maillage 7 "Volumes Finis". On intégre I’équation différentielle (3.1) sur K.

/K (27: + divF(u)) dx = 0.

Par la formule de la divergence, on obtient

d
Cﬁ/Ku(x,t)der/aKF(u(x,t)).anrzo (3.7)

ol ng est la normale unitaire dirigée vers 'extérieure de K. On remarque que la condition limite (3.2)
implique F(u) - ng = 0 sur une aréte du bord e C 0K N ON. Par conséquent, les contributions des termes
de bord dans (3.7) proviennent uniquement des arétes de K adjacentes & deux cellules. On obtient ainsi

(jt/Ku(x,t) dx + /KLF(U(X’t))'nK’LdF:O (3.8)

eK,LC(?K €K,

ex,.=(K|L)

ol ng ;s désigne la normale unitaire a ex 1 ¢ 0N dirigée de K vers L. La figure ci-dessous montre un
exemple de Volumes de contréle par un maillage "cell center".
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FIGURE 3.4 — Volumes de controle pour I’équation de transport.

ug(t) = ulﬂ/Ku(X,t) dx

d dug
— t)ydx = |K
G [ e tyax = 11|

On note

et on a

(1) (3.9)

Le schéma (3.8) s’écrit

dug 1
—_— — E dl’ =0 3.10
eK, LCOK

ex,.=(K|L)

Le flux a travers une aréte ey j, est approchée par :
/ F(u)-nK,LdF: |6K,L|(I)(UK,UL,TLK’L) (3.11)
K,L

ot ®(ug,ur,nk,r) est le flur numérique & travers I'aréte ek r,, associé a la cellule K et ®(uk,ur,nk,r)
est une approximation de F(u) - ng 1, sur I'aréte eg r..

On introduit les instants t" = nAt avec n entier positif et At > 0 le pas de dicrétisation en temps.
On considére alors les approximations

~ g (#7) = ‘K1|/Ku(x,t”)dx

En approchant la dérivée en temps dans (3.9) par un schéma d’Euler explicite, on obtient le schéma
"Volumes Finis" suivant :

At
b (u?;rl - U?() + Z |€K,L| o (u?(" U%, nK,L) = 07 VK € Ta Vn € N

‘K| e, COK
exi=(KIL) (3.12)

1
° u%—/uo(x)dx, VK €T
K| Jx

Le flux numérique @ est choisi par décentrement (upwind) :

LiiJ (’U,K,UL,II[QL) =Ug (V . I’IK7L)+ +uy, (V IIK,L)_ (3.13)

avec
(V- ne)+ =max(V-n., 0), (V-n.) =min(V-n 0)
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et 1
V= el /VdF. (3.14)
€ e

La relation (3.13) qui définit le flux numérique est équivalente a

uK(_V nK7L) siV- ngyr > 0

ur,(V -ng,) sinon. (3.15)

¢ (ug,ur,nK,) = {

Pour calculer le flux numérique, on utilise I'information venant de la cellule K ou L, en fonction de la
direction du champ de vitesse V. C’est le décentrement (cf. Figure3.5).

)

v

V-nK,L > 0 : on utilise ug V-nK,L < 0 : on utilise uy,

FIGURE 3.5 — Décentrement du flux numérique.

Sur chaque aréte e, on approche la vitesse V par :

_ V(x1) + V(x2)
o 2

<l

ou x1 et xo sont les deux extrémités de l'aréte e (3.16)

Le flux numérique vérifie les propriétés suivantes :

1. Conservation des flux & travers les arétes.
O(ug,ur,ng) = —P(ur, ug, —ng.1). (3.17)
2. Consistance des flux.

D(s,s,n,) = | |/ ‘n.dl’ pour tout s € R. (3.18)

3.4 Systéme linéaire

On choisit un maillage "cell center" (cf. Section 3.2). Les cellules de controle sont les triangles K; =T
d’une triangulation du domaine 2 admissible au sens des Eléments Finis. Les centres x;, des cellules sont
les barycentres des triangles. On note pour simplifier, uj’ = uf. I'inconnue associée a la cellule (triangle)
K;. De méme, on note désormais e;; I'aréte commune a deux cellules (triangles) K; et K et n;; désigne
la normale unitaire a l'aréte e;; dirigée vers I'extérieur de K;.

Soit N le nombre de cellules de controles (= nombre de triangles de la triangulation). Le schéma (3.12)
avec (3.13) s’écrit alors, pour i =1,--- | N,

At - +\ n At — —
ultt = (1 ~ R Z leij] (V- i) )ul K| Z leij| (V- ny;)  uf (3.19)
€;; COK; v €;; COK;
eij=(K;i|Kj) eij=(K;|Kj;)
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On pose u” = (uf, - -- ,u?{,fr et le systéme linéaire correspondant au schéma explicite, s’écrit :

u"t = (Iy — AtA)u” (3.20)

ou A est la matrice de taille N x N, de la forme

J1 J2 i J3
Qg Qij 1 + Uij . . (3.21)
A= K| K| \Kz‘e.;}(,aij K| < ligne ¢
1j [
avec a?; = leij| (V- nij)i et e;; = (K;|Kj). Les trois cellules Kj,, Kj,, Kj, sont les trois triangles

adjacents au triangle K; (cf. Figure ci-dessous).

Assemblage Pour construire la matrice A, on boucle sur les arétes intérieures des triangles. Pour une
aréte courante e ¢ 0f), on ajoute les contributions des deux triangles K; et K; ayant e comme aréte

commune. On considére ainsi la matrice élémentaire Agjqy, suivante :
i J
leij| + el = - .
+ V -n;; + V -n;; i
|Kz| ( 1]) |K’L| ( l])
Aelem =

+|’;é’| (Von)” +9 (o)t
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3.5 Condition de stabilité

Comme dans la section précédente, on considére un maillage "cell center" et le systéme linéaire (3.20)
correspondant s’écrit
u"t = Mu”

avec la matrice M = Iy — AtA ou A est donnée par (3.21).

On suppose dans cette section que V - n = 0 sur le bord 9€). La condition limite (3.2) du probléme
de transport est en particulier vérifiée, de sorte qu’il n’y a pas de conditions limites sur u. On suppose de
plus que le champ de vitesse V vérifie la condition d’incompressibilité divV = 0 dans 2.

N
Le schéma est stable (au sens L™) si | M|, <1 avec |[M|, = max | M;j|.
K3
<iN
On a
N
IMlog = max > [Mi]
7j=1
At — + At — _
= max (’1 ~ R > el (Vony) ‘ + K| > eil| (V- ny) D
eijcé’Ki €i]'C(9Ki
eij=(K;|Kj) eij=(Ki|Kj)
La condition de stabilité || M ||, < 1 s’écrit, pour 1 <i < N,
At — + At — —
‘1 e S eyl (Vomi) ™ |+ K| S el (Veomy) [ <1 (3.22)
¢ eij COK; ' €;; COK;
eij=(Ki|Kj) eij=(KilK;)
Or,ona|(V-n;) |=-(V-n;) > 0. Par conséquent, (3.22) est équivalent a
At — At — _
’1_|K" Z \eij](V-nz‘j)Jr‘ Sl—i-@ Z ‘Bij‘(v'nij) pour 1 <i< N  (3.23)
v ei]-Cé?Ki ! ez’jcaKi
eij=(Ki| Kj) eij=(Ki|Kj)

Par ailleurs, comme on a supposé une condition d’incompressibilité div V = 0 pour le champ de vitesse
V,on a

o:/“mvvmgz V.ndl = ) / V -ny;dl.
K; OK; ei; COK; €ij
1

lei;]

De plus, on a (cf. (3.14)) V = / VdrI' et donc / V - n;;dl’ = |e;;| (V- ni;). On obtient ainsi,
€ij €ij

pour 1 <¢ < N,

Yo el (Veong) =0 (3.24)

eijCBKi
eij=(K;|K;)

Par ailleurs, on a v = v + v~ et |v] = v — v~, par conséquent la relation (3.24) s’écrit encore, pour

1<i<N,
Yo eyl (Vomg) == 3 eyl (Vomy) "
€;; COK; €;; COK;
eij=(K;|K;) eij=(K;|Kj;)

La condition (3.23) s’écrit donc, pour 1 <i < N,

At — + At — +
)1 —— > eyl (V-ny) ‘ <1-ror D eyl (Vong)™,
’KZ’ e; COK; ‘KZ’ €ij COK;
] g 1] 3
eij=(K;|Kj) eij=(1;|Kj)
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ce qui est équivalent & la condition suivante :

At = + .
‘Kz’ Z |eij|(V-nij) Sl, VlngN.
€;; COK;
eiy=(Ki| Kj)
Ainsi, le schéma "Volumes Finis" (3.12), (3.13) qui est explicite en temps, est stable si la condition de
stabilité CFL suivante, est vérifiée :

1 - +
At (— S eyl (V-ny )<1. 3.25
12%}5\[ |KZ| €. COK,; ‘ew‘( n”) N ( )
ij i
eij=(K;|Kj)




Chapitre 4

Equations de Stokes

4.1 Introduction

On va résoudre les équations de Stokes dans un domaine  C R? par une méthode de Volumes Finis.
On utilise des maillages décalés pour la vitesse et la pression ("staggered finite volume scheme"). On
suppose que le domaine 2 C R? est polygonal. On cherche la vitesse u : 8 — R? et la pression p: Q — R
telles que

nu—vAu+ Vp = f dans (2 (4.1)
divu =0 dans Q (4.2)
u =g sur Jf) (4.3)

avec les paramétres n > 0, v > 0 et les fonctions f et g données. Compte tenu de la condition d’incom-
pressibilité (4.2), la fonction g doit vérifier la condition de compatibilité suivante (par la formule de la
divergence) :

/mg-nds:O (4.4)

ol n est la normale unitaire extérieure au bord 0f).

4.2 Maillages

On choisit deux maillages différents du domaine €2 pour la vitesse et pour la pression : un maillage de
type Voronoi pour la vitesse et un maillage triangulaire pour la pression (cf. Section 1.4.3). En particulier
les angles des triangles sont < 7/2. On notera 7, une triangulation du domaine polygonal €2 vérifiant
cette contrainte sur les angles des triangles. On associe a cette triangulation, les cellules de Voronoi K
qui sont des polygones convexes formant une partition de Q (i.e. Q@ = Ux K et les cellules K sont deux &
deux disjointes). A chaque volume K, on associe un centre xx (cf. Figure 1.9 et Figure 4.1) et on note
di . la distance de xg & l'aréte e C K. L’ensemble des arétes d'un volume K est noté £x. On désigne
par xr le centre d’'un triangle T' de la triangulation 7 . Le centre x7 est aussi un sommet de cellules de
Voronofi (cf. Figure 4.1).

4.3 Formulation en Volumes Finis

Dans le systéme de Stokes (4.1)—(4.3), la pression est connue & une constante additive prés. Pour
résoudre le probléme de Stokes, on introduit une pénalisation de ’équation de la divergence en remplagant
I’équation d’incompressibilité (4.2), divu = 0, par I’équation

diva = —Ahp dans €, (4.5)

olt A > 0 est un parameétre (a choisir) et h = maxy (diam(K)).
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L’équation de la divergence pénalisée (4.5) avec la condition (4.4) sur la donnée au bord g implique
que la pression est & moyenne nulle sur 2 i.e. fQ pdx = 0 (utiliser le théoréme de la divergence). C’est
équivalent a fixer la constante pour la pression. Le probléme de Stokes pénalisé avec (4.5) est ainsi bien
posé.

Dans le schéma Volumes Finis, on cherche la vitesse constante par cellule de Voronoi K et la pression
constante par triangle T'. Les approximations sont

1

1
ug ~ — [ udx, pTN/pdx.
K| Jk Tl Jr

4.3.1 Approximation de la divergence

On intégre la relation divu = —Ahp sur un triangle T' € 7;. On obtient

/ divudx = —)\h/ pdx ~ —Ah|T|pr (4.6)
T T

Par la formule de la divergence, on a :

/divudx-/ u-npds = Z / u-nrds
T or OTNK

KeMrp

ou My désigne I'ensemble des volumes de controle K (cellules de Voronoi) ayant xp comme sommet. On

approche
/ u-anszuK‘/ np ds
OTNK OTNK

En utilisant la relation ), |e|n. = 0 pour tout polygone, on obtient

/ l’leS: —‘6/|1’16/
OTNK

ot € est le segment [x1X2] et X1 et x3 sont les milieux des arétes du triangle T intersectant la cellule K
(cf. Figure 4.1) ; n. est la normale unitaire au segment €’ dirigée vers l'extérieur de la cellule K.

eKT

FI1GURE 4.1 — Triangulation et cellule de Voronoi
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On note ek 'aréte du triangle 7" opposé au sommet xx du triangle T', centre de la cellule K ; ng 7
désigne la normale unitaire a Paréte ex . On a |ex 7| = 2|¢/| et ngr = ne. La formulation en Volumes
Finis de I’équation de la divergence pénalisée s’écrit

- Z BK,T ‘Ug = —)\h’T|pT pour tout xr ¢ N (4.7)
KeMrp
avec
lex,r]
KT = —5—DKT (4.8)

4.3.2 Approximation de I’équation de Stokes

En intégrant ’équation de Stokes (4.1) sur un volume de controle K, on obtient :

17/ udx—y/ Audx+/ Vpdx:/ f dx. (4.9)
K K K K

En utilisant la formule de la divergence, on a

/ Audx = Vungds = Z Vungds,
K oK

e€ly €

Vpdxz/ pngds =
J v [ s = 3

/ png ds,
for. Jornr

ol ng . (resp. ng) désigne la normale unitaire & e (resp. & 0K') dirigée vers l'extérieur de la cellule K.
L’équation (4.9) s’écrit donc

n/Kudx—uZ/eVunKﬁedstZ/a

e€li TeTh KnT

ands:/ f dx.
K

e On approche

— /Vu ngcds ~Fg, (4.10)

Pour l'aréte e = (K|L) commune aux deux volumes de contrdle K et L avec e ¢ 052, le flux numérique
F . est défini par (cf. Section 1.4, "Volumes Finis" pour le Laplacien) :

Fr. = S A )] (4.11)
XK — x|

Dans le cas ol un volume K posséde une aréte e sur le bord 92, on impose

ug = U, = |1’/g(x) ds sieC O0N. (4.12)
€ e

e On approche

/ ands:pT/ ng ds.
OKNT OKNT

En utilisant la relation ), |e|n. = 0 pour tout polygone, on obtient

/ ng ds = +e'|ngy
OKNT
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ou €’ est le segment [x1x2] et X1, X2 sont les milieux des arétes du triangle T intersectant la cellule K ;
n. est la normale unitaire au segment ¢’ dirigée vers l'extérieur de la cellule K (cf. Figure 4.1). Le terme
de pression est ainsi approché par :

Vpdx = / pngds ~ Br1rp 4.13
/K Z dKNT K Z e (4.13)

TETh x7€VK

ol Vi est I'ensemble des sommets de K n’appartenant pas au bord 02 et le vecteur B 7 est donné par
(4.8).

En combinant (4.9) avec (4.10) et (4.13), on obtient la formulation Volumes Finis de 1’équation de
Stokes :
nKug +v Z Fre+ Z Bik,rpr = |K|fk,

ecli XT7€VK
eZ O

1
OﬂfK:/de.
K| Jk

* En résumé, le schéma Volumes Finis pour les équations de Stokes s’écrit

e 7|Klug +v Z Fg.+ Z Brrpr = |K|fx pour tout K intérieure

6€€K XTEVK
eZ 082
* Z Bg 1 -ug = Ah|T|pr pour tout xp ¢ 09

KeMrp

1
o uy = el /g(x) ds sie COK NN (cellule K ayant l'aréte e sur le bord).

4.3.3 Systéme linéaire

On prend n = 0 et g = 0 pour simplifier. Soit N le nombre de cellules de Voronoi intérieures (c’est-
a-dire les cellules ne possédant pas d’aréte sur le bord 92) et M le nombre de triangles de 7. On note
U= }ﬁ,u}ﬁ, e ,u}{N,u%{I,u%{Q, e ,u%{N)T la vitesse avec ug = (uk-,u%) et P = (pry, 1y, ,P1yy) "
la pression. Les inconnues U et P vérifient le systéme linéaire

(5 %) () = (3) 19

La matrice A est de taille 2N x 2N avec A = ('Sl El) et A est la matrice du Laplacien de taille N x N
|Ty| --- 0
donnée par (1.45). De plus, D = : : est une matrice diagonale de taille M x M.
0 o T

B} e nl
On note Bxr = 5T = lerc] KT ). La matrice correspondante B est de taille 2N x M avec
’ By r 2 N

B= (B1> et By = (Bé( 7 )1<i<ny (I =1,2) sont des matrices de taille N x M.
B2 R EI Y



Chapitre 5

Equations de Navier-Stokes incompressibles

5.1 Introduction

On s’intéresse a présent aux équations de Navier-Stokes incompressibles. Il s’agit d’un probléme d’évo-
lution en temps obtenu & partir des équations de Stokes avec un terme convectif non-linéaire. Le terme
convectif nonlinéaire sera linéarisé et traité de fagon semi-implicite par un schéma upwind, de fagon ana-
logue & ce qui a été fait pour ’équation de transport (cf. Chapitre 3).

On cherche la vitesse u = u(x,t) définie de Q x (0,7) dans R? et la pression p = p(x,t) définie de
2 x (0,7) dans R telles que
w+ (u-Viu—vAu+Vp = f dans Qx(0,7)
divu = 0 dansQ x (0,7)
u = g surdQx(0,7)
u(0) = ug dans Q

(Pxs)

5.2 Semi-discrétisation en temps

On note t" = nAt et on considére les approximations en temps de la vitesse u” ~ u(-,t") et de la
pression p" ~ p(-,t"). Le schéma semi-discrétisé en temps s’écrit

u” — un—l
NI + (u* 1 V)u" —vAu" + Vpr = dans
divu™ = 0 dans 2
u" = g sur 0f)

Compte tenu du fait que le champ de vitesse u” ! est a divergence nulle, on écrit le terme de convection
(linéarisé) de la fagon suivante :
("t Vu" = div(u" ! @ u")

O(uv;)
ol (u®vVv).. =wuv; et (diviu®v)), = 7. avec u = ul,uz) et v= (vy,v3).
( )z] ¥ ( ( ))] ; 8$Z ( ) ( )
Le probléme semi-discrétisé s’écrit alors
iu" +div(u" t®@u") —vAu" +Vp" = f"+ iu’“1 dans
At At
diva” = 0 dans 2
u = g sur 0f)

Pour déterminer u” et p™ a partir de u” !, il s’agit donc de résoudre un probléme de Stokes avec un
terme de convection (linéaire).
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5.3 Formulations en Volumes Finis

Le terme convectif nonlinéaire des équations de Navier-Stokes sera linéarisé et traité de fagon semi-
implicite par un schéma upwind. On décrit ici uniquement le traitement du terme de convection. Pour
plus de détails, on renvoie au Chapitre 3 "Volumes Finis pour I’équation de transport”. On intégre le
terme de convection sur un volume de contréle K. Par la formule de la divergence, on obtient

/ div(u" ! @ u")dx = / (u" ! n)u"ds = Z / (u"t. n.;)u” ds
K .

oK e; COK J
e;=(K|Kj)

ou e; désigne l'aréte commune aux volumes K et Kj et n., est la normale unitaire a e; dirigée vers
I'extérieur de K (cf. Figure 5.1).

FIGURE 5.1 — Volumes de contréle pour le traitement de la convection

On approche alors I'intégrale en introduisant un flux numérique & :

/Kdiv(u"1®u")dx: > lejl®(uf, v, ne,).
e]'C@K
e;=(K|K;)

Le flux numérique est choisi par décentrement upwind :

B(uf, uf,,ne;) = up(up " ne) T+ uk (Wi ng)”

ot ()T et (-)” désignent respectivement les parties positives et négatives.
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Annexe A

Modélisation des équations de
Navier-Stokes et équations de Stokes

A.1 Introduction

Un fluide visqueux incompressible est contenu dans un domaine @ C R? (d < 3). On introduit la
densité du fluide p(x,t) € R, la vitesse u(x,t) € R? et la pression p(x,t) € R en un point x € Q du
fluide a l'instant ¢. Le fluide est caractérisé par un tenseur des contraintes o(u, p). La résultante des forces
exercées par le fluide sur un sous-domaine w(t) C 2 est alors donnée par

F= / o(u,p)ndl’ (A1)
Ow(t)

ou n désigne la normale unitaire extérieure a w(t).

La force F est une force surfacique s’appliquant sur le bord dw. Le fluide est également soumis & une force
volumique extérieure f = f(x,t) € R? s’appliquant en chaque point x du domaine €, & Iinstant ¢.

A.2 Conservation de la masse

La masse du fluide contenu dans le domaine w(t) est conservée a chaque instant ¢t. On a donc

il
— pdx = 0. (A.2)
dt w(t)
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En utilisant la formule de transport de Reynolds !, on obtient

0
0= pdx+/ pu-ndl
w(t) O Bus(t)

et par le théoréme de la divergence, il vient

/ 9 + div(pu)dx =0 (A.3)
w(t) 0t

La relation (A.3) étant vraie pour tout sous-domaine w C 2, on en déduit [’équation de continuité

% +div(pu) =0 dans Q x RT. (A4)

A.3 Loi fondamentale de la dynamique - loi de comportement

La variation de la quantité de mouvement dans le domaine w(t) est égale a chaque instant a la somme
des forces extérieures s’appliquant sur w(t). Ainsi, on a

4 / pudx =F + / pf dx. (A.5)
dt w(t) w(t)

Par le théoréme de la divergence, on obtient
F = / o(u,p)ndl’ = / divo(u,p) dx. (A.6)
Ow(t) w(t)

D’autre part, la formule de transport de Reynolds donne
4 pudx = / g(pu) dx—i—/ (pu)u-ndl
dt Jo ) w(t) O Bus(t)

et par application du théoréme de la divergence, on obtient

pudx = / <p8u + u8p> dx + / (div(pu)u + p(u - V)u) dx
w(t) 8t at w(t)

_ /w(t) <p (%‘t‘ +(u- v)u> +u <g§’ + div(pu)> )dx

~~

=0 d’apreés (A.4)

dt w(t)

et par conséquent
d / udx / <8u + (u V)u) dx (A.7)
R p — p _ . .
dt w(t) w(t) 8t

En combinant (A.5),(A.6) et (A.7) , on obtient

ou

/w(t) P (at +(u- V)u> dx = /w(t) (divo(u,p) + pf) dx.

1. Formule de transport de Reynolds. Soit Qo C R® un domaine borné régulier. On considére X : Qo x RT — R? réguliére
telle que X(+,t) est un difféomorphisme sur Qo avec det VX(-,t) > 0 pour tout ¢ > 0. On définit alors Q(t) = X(o,t) et

X
pour x € €(t), on note V(x,t) = %(X‘l(x, t),t), t > 0. Alors pour toute fonction F': R* x R — R réguliére, on a, pour
tout t > 0
4 F(x,t)dx = / QF(X, t) dx+/ F(x,t)V -ndl’
dt Jou o) Ot aa(t)

ol n désigne la normale unitaire dirigée vers extérieur de (¢).
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La relation précédente étant vraie pour tout sous-domaine w C {2, on en déduit I’équation

881; + (u . V)u —div (g(u’p)) = pf dans 2 x R+ (A8)

Loi de comportement. Pour un fluide dit newtonien, le tenseur des contraintes o(u, p) est une fonction
linéaire du tenseur symétrique des déformations

D(u) = (Vu + VuT> )

N

Plus précisément, on a
O'(ll,p) = QVD(U) — pla, (Ag)

ot v > 0 est la viscosité du fluide. Dans ces conditions, on obtient div (o(u,p)) = vAu— Vp et I'équation

(A.8) devient

%‘; +(u-V)u—vAu+ Vp = pf dans Q x RT (A.10)

A.4 Conservation du volume

Le fluide est supposé incompressible c’est-a-dire qu’il y a conservation du volume du domaine w(t) :

d
— dx = 0.
dt w(t)

En appliquant la formule de transport de Reynolds combinée a la formule de la divergence, on obtient

0:/ u-ndI‘:/ divudx.
Ow(t) w(t)

La relation précédente étant vraie pour tout sous-domaine w C €2, on en déduit la condition d’incompres-
sibilité
divu=0 dans Q x RT. (A.11)

En résumé, les équations de Navier-Stokes incompressibles s’écrivent

C(;l +(u-V)u—vAu+Vp = pf dans QxR" (A.12)
g[t) +div(pu) = 0 dans Q x RT (A.13)
divu = 0 dans Q x R*, (A.14)

A.5 Adimensionalisation des équations de Navier-Stokes

Afin de mettre en évidence le rapport des forces de viscosité vAu sur les forces d’inertie (u- V)u, il
est nécessaire d’écrire les équations de Navier-Stokes sous forme adimensionnalisée. La forme adimension-
nalisée permet d’obtenir les équations de Stokes et les équations d’Euler comme cas limites (formelles)
des équations de Navier-Stokes. On introduit une vitesse caractéristique U € R de I’écoulement étudié
(par exemple, U peut étre liée & une condition limite non-homogéne, ou & une vitesse maximale dans le
domaine ...) ainsi qu'une longueur caractéristique L (par exemple le diamétre de £2). On considére alors
le temps caractéristique 7= L/U et on pose

~ x ~
r=—, t=

L

a8 = XY s h o p;’(‘]’t). (A.15)

t
T7
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Les nouvelles vitesse et pression u et p vérifient alors

P <[£ﬁt~+ U;(ﬁ : V)ﬁ> - I/%Aﬁ + ”[Lﬂw =f dans Q x RT.
Les (nouveaux) opérateurs différentiels V et A ci-dessus sont relatifs a la (nouvelle) variable X. On obtient
ainsi
i+ (i1 - V)i — ém 4V = F dans Q x RY, (A.16)
divii = 0 dans Q x RY, (A.17)

- L
avec f = Wf et Re est le nombre de Reynolds défini par
p

Re = %p. (A.18)

Le nombre 7 = v/p représente la viscosité cinématique. Par exemple, on a

7 =0.15-10"% m/s pour I'air
v

075 m/s pour I'eau.

Le tableau suivant indique quelques valeurs du nombre de Reynolds.

U L Re = LU /v

bactérie (dans 'eau) | 100 pm/s | 0.1 pm 1075
protozoaire 10! cm/s | 1072 cm 1071
guépe 2 cm/s 2 cm 26
papillon 1m/s 5 cm 3333
pigeon 5m/s 30 cm 10°
poisson (hareng) 1.67 m/s 30 cm 5-10°
poisson (saumon) 12.5 m/s 1Im 1.25-107
automobile 100 km/h 3 m 5106
avion (airbus A330) | 860 km/h | 60 m ~ 10°

Le nombre de Reynolds caractérise le type d’écoulement étudié. Plus le nombre de Reynolds est petit,
plus les forces de viscosité sont importantes et les effets inertiels négligeables. A l'inverse, plus le nombre
de Reynolds est grand, plus les forces d’inertie sont importantes.

A.6 Reéductions des équations

A partir des équations de Navier-Stokes, on obtient les équations de Stokes et les équations d’Euler
selon que le nombre de Reynolds Re est petit ou grand.

* Pour Re <1, les effets dus a la viscosité sont dominants. Si on pose p’ = LUpp = vRep et
f’ = vRef, I'équation (A.16) devient

1 1 1
—Au+ —Vp = —f.

Re vRe b vRe
En faisant tendre le nombre Re vers (0, on obtient alors les équations de Stokes stationnaires c’est-
a-dire que la vitesse u et la pression p ne dépendent plus du temps t. En oubliant les primes, on
obtient :

u+ (u-V)u—

—vAu+Vp = f dans ), (A.19)
diva = 0 dans Q. (A.20)
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* Pour Re > 1, le terme de convection nonlinéaire (u - V)u est dominant; dans ce cas, en faisant
tendre Re vers +o0o dans 1’équation (A.16) (ou bien en prenant directement v = 0 dans (A.12)),
on obtient les équations d’Euler (sans les tildes) :

w+(u-Viu+Vp = f dans Q xR, (A.21)
divu = 0 dans QxR*, (A.22)
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Annexe B

Eléments d’analyse matricielle.

Pour les rappels d’analyse matricielle, on pourra consulter [9],[13],[3],[S].

B.1 Matrice réductible

Définition B.1 Une matrice A € RN*N est réductible s’il existe une partition de {1,--- ,N} en deux
sous-ensembles non-vides I = {iy, - ,ip}, J = {j1, -+, jq} tels que A;; =0 pour tout (i,5) € I x J. Une
matrice non réductible est dite irréductible.
12 -1 3
Exemples. La matrice A; = [ 0 2 0| est réductible avec la partition I = {2}, J = {1,3}. La
3 1 9
3 1 3 =2
. 0 -1 7 0 } .
matrice Ag = 03 2 0 est réductible avec I = {2,3}, J = {1,4}.
2 -1 2 5

Une caractérisation des matrices réductibles est donnée par le résultat suivant.

Proposition B.1 Une matrice A € RV*N est réductible si et seulement s’il existe une matrice de per-

mutation P telle que PT AP = (g IC)) ou B et D sont des matrices carrées.
12 3 -1 100
Dans lexemple précédent, on obtient PTA;P = [ 3 9 1 avec P = |0 0 1]. De méme,
0 0 2 010
3 -2 3 1 10 00
2 5 2 - 0 001
T _ _
PrdP=14 g 9 g |®cP=190 10
0 0 7 -1 01 00

Proposition B.2 Soit A € RV*N [a matrice tridiagonale donnée par

al bl 0

cN—2 an—1 by
0 CN—1 anN

On suppose que a;, b;,c; £ 0 pour tout 1 < i < N. Alors A est irréductible.
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Démonstration. On suppose que A est réductible. Il existe donc deux sous-ensembles non vides I et J
qui forment une partition de {1,---, N} tels que A;; = 0, V(i,j) € I x J. Soit (i1,51) € I x J. On a
Ai17j1 =0.
Si le 75 1et ’il 75 N, alors {’Ll - 1,’i1 + 1} ¢ J car Ail,ilfl = Cj;—1 7£ 0 et Ail,i1+1 = bh 7& 0.
On note i € {i; — 1,41 + 1}.

— Sidp =1lalorsip =2¢ J car A1 =0b; #0.

— Siig=Nalorsio=N—-1¢ Jcar AN_1 vy =cn_1 #0.
On recommence avec i et ensuite de suite ... On obtient nécessairement que J = (), d’ou la contradiction.
La matrice A est donc irréductible. ([l

B.2 Matrice a diagonale dominante

Définition B.2 Soit A = (ai;)1<ij<N une matrice carrée de taille N x N a coefficients réels ou complexes.
1. La matrice A est 4 diagonale dominante si
|agi| > Z laij|, pour tout 1 <i < N.
1<G<N
i
2. La matrice A est o diagonale strictement dominante si
|lai| > Z laij|, pour tout 1 <i < N.
1<j<N
i
8. La matrice A est o diagonale fortement dominante si
(a) |ai| > Z laij|, pour tout 1<i< N

1<G<N
i
(b) il existe ig tel que |aiyi,| > Z |@ig ;-
1<G<N
J#i0

Proposition B.3 Soit A une matrice carrée.
1. Si A est a diagonale strictement dominante alors A est inversible.

2. Si A est une matrice & diagonale fortement dominante et irréductible alors A est inversible.

B.3 Matrice monotone

Définition B.3 Une matrice A € RV*N est dite monotone si A est inversible et si A=Y > 0 i.e. tous
les coefficients de A~ sont positifs ou nuls.

La terminologie est en fait justifiée par le résultat suivant.
Proposition B.4 Une matrice A est monotone si et seulement si (Ax > 0= x > 0).

Démonstration.

- Supposons tout d’abord que A soit une matrice monotone et considérons x € RY tel que Ax > 0.
Montrons que x > 0. La matrice A étant inversible, on écrit x = A~'Ax. Comme A~ > 0 et que Ax > 0,
on en déduit que x > 0.

- Supposons maintenant que la propriété (Ax > 0 = x > 0) soit vraie. Montrons d’abord que A est
inversible. Soit x € RY tel que Ax = 0. On déduit de ’hypothése que x > 0. De plus, on a A(—x) = 0 d’oul
'on déduit également que —x > 0. On a ainsi établi que x = 0. Il reste & montrer que A~! > 0. Soit alors
y € RN tel que y > 0 et on pose x = A1y et par conséquent y = Ax > 0. L’hypothése implique que
x > 0 et donc que A~'y > 0. Par des choix convenables dey (y = (1,0,---,0)",y = (0,1,0,---,0)",

-,y = (0,---,0,1)7), on en déduit que A~ > 0. O
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Définition B.4 Une matrice A € RV*N est une M-matrice si elle est monotone et si ai; < 0 pour

i# 7.
Voici quelques critéres pratiques de détermination de M-matrices.

Proposition B.5 Soit une matrice A € RN*N telle que
i) a;j <0 pour tous i # j.
ii) Z a;; >0 pouri=1,---,N.
1<j<N

Alors A est une M-matrice.

Démonstration.

On a clairement a;; > 0, pour tout i. On introduit alors la matrice diagonale D = diag (a;;) qui est
inversible avec D! = diag (1/a;;) et par conséquent D~' > 0. On décompose alors A sous la forme

ps
A=DI—M)otIeRV*N est la matrice identité et M = (m;;) avec m;j = ——= pour i # j et m;; = 0.
s

17
Par I’hypothése i), on a M > 0. On va montrer que I — M est inversible puis monotone. Pour cela, on va
utiliser un résultat bien connu sur le rayon spectral de matrice (cf. [3]).

Lemme B.1 Soit M € RY*N wune matrice dont on note \i(M), i = 1,--- N les valeurs propres et
p(M) = max |\;(M)| le rayon spectral(!).
(2

i) Pour toute norme matricielle || - || subordonnée(?),on a p(M) < || M]||.

ii) Si p(M) <1 alors I — M est inversible et (I — ZMk

N
En utilisant le point i) de ce lemme, on a p(M) < | M||,, = sup Z |m;j|. Or, d’aprés les hypothéses i)
N

<i<

et 17) de la Proposition, il vient

Z\mu\—z

JFi

:——Zaw <1,

bt

’L’L

ce qui implique d’aprés le point i) du lemme, que la matrice I — M est inversible et (I — M)~ Z MF.

Comme M > 0, on a aussi M¥ > 0 et donc (I — M)~! > 0. Ainsi, A = D(I — M) est 1nver&,1ble et
A7l = (I - M)_1 D=1 > 0. Les coefficients a;; ¢tant tous négatifs ou nuls par hypothése, la matrice A
est bien une M-matrice. (Il

On peut “relacher” la contrainte de positivité stricte de la somme des coefficients et obtenir le résultat
suivant.

Ml
11,

1. Si M est symétrique, on a |[|M||, :=
[ Mx]|
20 [

= p(M).

2. [IM] =
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Proposition B.6 Soit une matrice A € RN*N telle que
i) ai; <0 pour tous i # j.
i) Z a;; >0 pouri=1,--- ,N.
1<j<N
ii1) A est inversible.

Alors A est une M-matrice.

Démonstration.
- Montrons d’abord que A + £l est monotone, quelque soit ¢ > 0. On pose A 4+ el = (afj)' ~avec
27-7

a?j = ajj + 55@7’- Pour € > 0, on a afj < 0 pour i # j et Zafj = Zaij + e > e > 0. Par conséquent,
i -

J
d’aprés la proposition B.5, la matrice A + I est monotone.

- Montrons & présent que A est monotone par passage a la limite € — 0. La matrice A est inversible
donc on peut écrire A+¢ecl = A (I + €A_1). De plus, on a p(eA) = ep(A) < 1 pour ¢ suffisamment petit
o0

donc I 4+ A~ est inversible et (I + €A_1)_1 = Z (—5A*1)k. Par ailleurs, A + eI est inversible avec

k=0
oo o
(A+el) b= (T4+ea )t Al = (Z(-@’f(/x—l)’f) A7l = (I + Z(—e)k(A_l)k> AL
k=0 k=1
(o.9)
Ainsi, (A+el) P — A1 = Z(—e)k(A_l)k A" et donc
k=1
1 c- elA”Y
- -1 ki A—1)k -1 ~1
H(AJreI) —A H < (;a 1A7Y ) 147 = $= g 147 = 0, quand & 0,
pour n’importe quelle norme matricielle | -|| subordonnée. Par conséquent chaque coefficient de (A +eI)™!
qui est positif ou nul, tend vers le coefficient correspondant de A~! qui est donc également positif ou nul.
Ainsi A= > 0 et A est une M-matrice. O

B.4 Localisation des valeurs propres

Théoréme B.1 (Gershgorin-Hadamard) Soit une matrice A carrée de taille N x N a coefficients
réels ou complexes.

1. Soit A € C une valeur propre de A. Alors
N
xe | D, (B.1)
k=1
ot Dy, sont les disques de Gershgorin définis par
N
Dp={2€C, |z— Apg| <) |4}

Jh

2. On suppose que la matrice A est irréductible. Si une valeur propre A est située sur la frontiére de la
réunion des disques de Gershgorin Dy, alors tous les cercles 0Dy, passent par \. Plus formellement,

on a
N N
Ae&(UDk> = \e () 0Ds. (B.2)

k=1 k=1

La figure B.1 illustre le cas ot d’une valeur propre située sur le bord de 'union des disques de Gershgorin.



B.4. LOCALISATION DES VALEURS PROPRES

FI1GURE B.1 — Disque de Gershgorin : A peut étre valeur propre mais p n’est pas valeur propre.
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Annexe C

Quelques inégalités.

Pour les différentes inégalités classiques présentées ici, voir [14].

C.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

On note (-,-) le produit scalaire et || - || la norme euclidienne sur R™. Pour u = (uq,- -

v = (v1, -+ ,v,) | deux vecteurs de R”, on rappelle que :

n n 1/2
(,v) = wwi, ul = (u, w2 = (Z u?) .
i=1 =1
Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout u,v € R™,

(u, v) < [lul[flv]].
C.2 Inégalité de Young
Soient a et b deux nombres réels. Alors, pour tout £ > 0, on a

2

b
b<ea?+ —
a_ea-i-46

C.3 Inégalité de Gronwall

up) | et

Soient u et v deux fonctions positives, définies et continues sur un intervalle I = [tg,¢;] C R telle que

d
d—?(t) < wu(t)u(t) pour tout t € I.

A

Alors, pour tout t € I,
t1
u(t) < u(ty) exp </ v(s) ds)
to

C.4 Inégalité de Gronwall discréte

1. Soient (an),cn €t (bn),cy deux suites positives telles que
n—1
an < p—i—Zajbj pour p >0, Vn € N.
j=0

Alors , pour tout n € N,

n—1

an < pexp Z b;
=0
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2. Soit (an),cn une suite positive telle qu'il existe deux suites positives (au),cns (Bn) pour les-

quelles

neN

an+1 < (14 an)an + Bn, VneN.

Alors , pour tout n € N,

n—1 n—1
ap < <6L0 + Zﬁk> exp <Z ozk> . (C.2)
k=0 k=0
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