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Introduction

I) Introduction

Deux types de problèmes en programmation linéaire en nombres entiers
(PLNE) :

Pas besoin d’imposer le caractère entier de la solution : il résulte
directement de la structure du problème (propriétés algébriques de la
matrice A des contraintes).

On doit imposer l’intégrité de la solution, faute de quoi la solution
optimale est non-entière (réelle).

Exemple. Problème de sac-à-dos (knapsack en anglais).

Un randonneur emporte dans son sac n objets dont le poids total ne doit
pas excédé P. Chaque objet i a un poids pi et possède une utilité ci .
Quels objets le randonneur doit-il prendre pour maximiser l’utilité totale
sans dépasser le poids total P ?
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Introduction

Modélisation.

variables binaires xi =

{
1 si l’objet i est emporté
0 sinon

max
x∈Rn

F (x) =
n∑

i=1

cixi
n∑

i=1

pixi ≤ P

xi ∈ {0, 1}

Si on remplace la condition xi ∈ {0, 1} par xi ∈ [0, 1] (les xi réelles) alors
la solution optimale du problème de sac-à-dos n’est pas entière en général
(et donc non binaire).

4



Solutions optimales à valeurs entières

II) Solutions optimales à valeurs entières

Soit le PL sous forme standard

maxx∈Rn

[
F (x) = c⊤x

]{
Ax = b
x ≥ 0

où A est une matrice de taille m × n à coefficients entiers. Le vecteur b
est aussi entier. En général la solution optimale de PL (quand elle existe)
n’est pas entière.

On cherche des conditions sur la matrice A pour que la solution optimale
soit entière.

Définition 1. Matrice totalement unimodulaire

Une matrice A de taille m × n est dite totalement unimodulaire (TUM) si
toute sous-matricea carrée de A a un déterminant qui vaut 0, +1 ou −1.

amatrice obtenue en sélectionnant certaines lignes et colonnes de A.

Remarque. Toute matrice TUM est nécessairement composée de 0, +1
ou −1.
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Solutions optimales à valeurs entières

Théorème 1.

Soit A une matrice TUM et b un vecteur entier. Si un PL sous forme
standard admet une solution optimale, il admet nécessairement une
solution optimale entière.

Remarque. Le résultat est encore vrai si le PL est sous forme canonique
pure (contrainte Ax ≤ b).

Démonstration du Théorème 1. On suppose que le PL admet une solution
optimale. On sait alors qu’il existe une solution de base optimale

x∗ =

(
x∗B
x∗H

)
avec x∗B = A−1

B b ∈ Rm, x∗H = 0 ∈ Rn−m et avec la

décomposition (à une permutation près des colonnes de A)

A = (AB |AH).

On utilise alors le Lemme suivant.
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Solutions optimales à valeurs entières

Lemme 1.

Les 3 propositions suivantes sont équivalentes.

1 det(AB) = ±1

2 Pour tout vecteur b entier, toute solution de base associée à AB est
entière.

3 Pour toute matrice de base AB , la matrice inverse A−1
B est entière

(i.e. à coefficients entiers).

Pour la démonstration du Lemme 1 (1 ⇒ 2), utiliser la règle de Cramer1.

Si A est TUM alors on a det(AB) = ±1 car on ne peut avoir det(AB) = 0
(AB est inversible). D’après le Lemme 1, toute solution de base réalisable
est entière donc la solution optimale x∗ est entière, d’où le Théorème 1. □

1Soit xB la solution du système linéaire ABxB = b. On note xB,i la i-ième

composante de xB . Si A
(i)
B désigne la matrice obtenue en remplaçant la i-ième colonne

de AB par le vecteur b, alors on a xB,i =
det(A

(i)
B

)

det(AB )
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Solutions optimales à valeurs entières

Le Lemme 1 permet aussi d’obtenir le résultat suivant.

Théorème 2. Hoffman-Kruskal, 1956

Soit A une matrice à coefficients entiers.

A est TUM ⇔ Pour tout vecteur b entier, le polyèdre
DR = {x | Ax ≤ b, x ≥ 0} est entier, c’est-à-dire
que DR est l’enveloppe convexe des points entiers
contenus dans DR .
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Solutions optimales à valeurs entières

La propriété TUM est en fait une CNS pour avoir une solution entière.

Théorème 3. (réciproque du Théorème 1)

Soit A une matrice à coefficients entiers.

A est TUM ⇔ le PL maxx∈Rn

(
c⊤x; Ax ≤ b; x ≥ 0

)
admet une so-

lution optimale entière pour tout vecteur b entier pour
lequel la valeur optimale du PL est finie.

Il faut comprendre, ”un PL admettant une solution optimale finie, possède
une solution optimale entière ssi A est TUM.”
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Solutions optimales à valeurs entières

Comment reconnaitre qu’une matrice est TUM ?

Théorème 4. Hoffman-Gale

Soit A une matrice contenant seulement les éléments 0, +1 ou −1 et qui
satisfait les 2 conditions suivantes :

1 Chaque colonne de A contient au plus 2 éléments non-nuls.
2 Les lignes de A peuvent être partitionnées en 2 sous-ensembles I1 et

I2 tels que pour chaque colonne contenant 2 éléments non-nuls :

si les 2 éléments non-nuls ont le même signe alors l’un est dans I1 et
l’autre dans I2.
si les 2 éléments non-nuls ont des signes contraires alors ils sont tous
les 2 dans I1 ou tous les 2 dans I2.

Alors A est TUM.
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Solutions optimales à valeurs entières

Exemple 1. Soient les matrices

A =


1 1 0 0
0 0 1 1

1 0 1 0
0 1 0 0


}

I1 = {1, 2}}
I2 = {3, 4}

B =


1 −1 0 0
0 1 −1 0

−1 0 1 0

0 0 0 1


}

I1 = {1, 2, 3}

} I2 = {4}

D’après le Théorème 4, les matrices A et B sont TUM.
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Solutions optimales à valeurs entières

Exemple 2. Dans les problèmes d’affectation avec variables binaires on
rencontre souvent des contraintes de la forme∑

j

xij = 1,∀i et
∑
i

xij = 1,∀j

que l’on peut écrire matriciellement par Ax = 1 avec

A =



1 1 1
. . .

. . . · · · . . .

1 1 1

1 . . . 1 0 · · · 0
1 · · · 1 0

0 0
. . .

1 · · · 1



 I1

 I2

D’après le Théorème 4, la matrice A est TUM.
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Solutions optimales à valeurs entières

Conditions nécessaires et suffisantes supplémentaires.

Théorème 5.

Soit A une matrice de taille m× n contenant seulement les éléments 0, +1
ou −1. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1 A est TUM.

2 Pour chaque vecteur b entier, le polyèdre DR = {x | Ax ≤ b, x ≥ 0}
ne possède que des sommets entiers.

3 Pour tout ensemble J ∈ {1, · · · , n} d’indices de colonnes de A, il
existe une partition (J1, J2) de J telle que∑

j∈J1

aij −
∑
j∈J2

aij = 0,+1 ou − 1, ∀i ∈ {1, · · · , n}

(1) ⇔ (2) : Hoffman-Hruskal [1956]
(1) ⇔ (3) : Ghouila-Houri [1962]
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Solutions optimales à valeurs entières

Exemple. D’après le Théorème 5−(3), la matrice

A =

1 1 1
1 1 0
1 0 1


est TUM alors que le Théorème 4 ne s’applique pas.
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

III) Méthode de Branch-and-Bound

PL où l’intégrité de la solution est une contrainte supplémentaire
nécessaire (la matrice des contraintes n’est pas TUM).

1. Programmation linéaire en variables binaires

(a) Cas des coefficients positifs.

Problème de sac-à-dos.

maxx∈Rn

[
F (x) =

n∑
i=1

cixi

]


n∑
i=1

aixi ≤ d

xi ∈ {0, 1}
avec les coefficients ai ≥ 0, ci ≥ 0.

Il y a 2n valeurs possibles de x (toutes ne sont pas réalisables). L’idée de
la méthode de Branch-and-Bound est de ne pas construire l’arbre binaire
en entier et de réduire l’exploration des variables par estimations.
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

Principe du Branch-and-Bound.

On examine successivement les variables (valeur 0 ou 1) en construisant
un arbre binaire dont chaque sommet correspond à un sous-ensemble de
solutions réalisables. En un sommet de cet arbre, on a déjà examiné k
variables sans connaitre les n − k autres et en ayant écarté :

les sous-ensembles impossibles (solution non-réalisable)
les sous-ensembles dont on sait que l’optimum ne s’y trouve pas.

<latexit sha1_base64="m3mg1PApxKzr/q/OAPsgU9ikQpo="></latexit>

S0

<latexit sha1_base64="dZ/xNonS9loalC3dHChNoxMsY8c="></latexit>

Sk

<latexit sha1_base64="fr2EBpzwi7qyBnA3t+W39UIqrrE="></latexit>

Sk+1

<latexit sha1_base64="Y//XHhzJRDV3MaVU73+on0PO56o="></latexit>

Sk+2

<latexit sha1_base64="DPPO/SsN3eWyYo0glIxmC7MAvkM="></latexit>

x1 = 1
<latexit sha1_base64="4eYffWICoiQ+TFE7ZtCqmRthJC8="></latexit>

x1 = 0

<latexit sha1_base64="edntLcvGmXJN5KnFCQ6vltHS1Nc="></latexit>

xi = 1
<latexit sha1_base64="Zaqf+qh5OSq5Ku55UyI/i7nMh0Y="></latexit>

xi = 0
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

En chaque sommet, on va évaluer 2 estimations.

1 Estimation principale. Elle permet de savoir si un sous-ensemble ne
contient pas l’optimum. Il s’agit d’une majoration de la fonction coût
F . Pour chaque sommet Sk , on évalue la plus petite valeur bk telle
que

F (x) ≤ bk , ∀x ∈ {0, 1}n (1)

Initialement, on choisit

b0 = c1 + c2 + · · ·+ cn (2)

On suppose connue une solution réalisable particulière ayant le coût F .

Condition d’arrêt : si bk < F , alors on arrête de construire l’arbre à
partir de Sk car on sait que l’optimum ne se trouve dans les
sous-ensembles issus de Sk .
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

2 Estimation secondaire. Elle permet de savoir si un sous-ensemble
n’est pas réalisable. Il s’agit de déterminer une majoration ek de la
variable d’écart e de la contrainte :

0 ≤ e = d −
n∑

i=1

aixi ≤ ek (3)

au niveau du sous-ensemble Sk .

Initialement, on choisit
e0 = d . (4)

Condition d’arrêt : si ek < 0, on arrête d’explorer Sk .
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

Calcul des estimations bk et ek .

On se situe au sommet Sk de l’arbre et on examine la variable xi :

<latexit sha1_base64="dZ/xNonS9loalC3dHChNoxMsY8c="></latexit>

Sk

<latexit sha1_base64="fr2EBpzwi7qyBnA3t+W39UIqrrE="></latexit>
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<latexit sha1_base64="Y//XHhzJRDV3MaVU73+on0PO56o="></latexit>

Sk+2

<latexit sha1_base64="edntLcvGmXJN5KnFCQ6vltHS1Nc="></latexit>

xi = 1
<latexit sha1_base64="Zaqf+qh5OSq5Ku55UyI/i7nMh0Y="></latexit>

xi = 0

<latexit sha1_base64="SXw8XeObou6mCoN05tnEiZYDYDw="></latexit>

variables déjà examinées x = 0 ou 1
<latexit sha1_base64="4fCgFZFD0bP7flRR5+9p0DS4olc="></latexit>

variables non encore examinées :

<latexit sha1_base64="9NhbAPk7FE87KuTZ/NWopxYJZOE="></latexit>{

<latexit sha1_base64="/VeP+NtHIp90zb91/X2RYVP0Ddg="></latexit>

(bk+1, ek+1)
<latexit sha1_base64="Pnur2wTIwD2Sj6Dmsd6Q5FxqnoY="></latexit>

(bk+2, ek+2)

<latexit sha1_base64="xXcqKwrKjoMVOhppTmM05zvIQe4="></latexit>

estimations
<latexit sha1_base64="q9g3ypZFksaO27jJTwL/uT3mXJQ="></latexit>

(bk, ek)

<latexit sha1_base64="kQH04Ihy/Y1Xz4YxwpTQQS1Zp8Y="></latexit>

x = (x, . . . , x, , . . . , )

<latexit sha1_base64="89uMudP3Wc5zwb6zgtcbIoHd/zQ="></latexit>

x = (x, . . . , x,0 , , . . . , )
<latexit sha1_base64="5synhHSbE5U9+UuGS2ous6CVDRY="></latexit>

x = (x, . . . , x,1 , , . . . , )

19



Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

En tenant compte de la positivité des coefficients ai ≥ 0 et ci ≥ 0, les
estimations (bk+1, ek+1) et (ek+2, ek+2) sont calculées à partir de (bk , ek)
selon les formules de mise-à-jour suivantes:

(xi = 1) (xi = 0)

bk+1 = bk
ek+1 = ek − ai

bk+2 = bk − ci
ek+2 = ek

(5)

Stratégie de parcours. On explore en priorité le sommet Sk qui a la plus
grande estimation bk .
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

Exemple. On considère le PL en variables binaires

maxx [F (x) = 16x1 + 18x2 + 15x3]{
x1 + 4x2 + 3x3 ≤ 7
x1, x2, x3 ∈ {0, 1}

• Détermination d’une solution réalisable particulière.

On a intérêt à trouver un F le plus grand possible. On examine les
variables par coefficients décroissants dans F : d’abord x2 (c2 = 18) puis
x1 (c1 = 16), enfin x3 (c3 = 15). On note e = 7− (x1 + 4x2 + 3x3) la
variable d’écart.

On prend
x2 = 1, ce qui donne e ≤ 7− 4 = 3
x1 = 1, ce qui donne alors e ≤ 3− 1 = 2
x3 = 1, ce qui donne e ≤ 2− 3 = −1, impossible donc on prend x3 = 0.

On a trouvé ainsi la solution réalisable : x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0 avec un
coût correspond F = 34.
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

• Estimations initiales. On choisit b0 = 16 + 18 + 15 = 49, e0 = 7.
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(b0 = 49, e0 = 7)

<latexit sha1_base64="buZ2w7hEz7TDFU4mfXlxLlwqAyw="></latexit>

(b1 = 49, e1 = 6)
<latexit sha1_base64="1d8XshLOdk9JniJvFd+QN/tblf4="></latexit>

(b2 = 33, e2 = 7)

<latexit sha1_base64="T7TpjeWvZxPdIfPq7DMiZFgaDs4="></latexit>

(b3 = 49, e3 = 2)
<latexit sha1_base64="e+LF6+f6Wgpwtl8crKjps8H8W7M="></latexit>

(b4 = 31, e4 = 6)

<latexit sha1_base64="E2BzOWV4tJ2eq2yCx6EuwhFXYFo="></latexit>

(b6 = 34, e6 = 2)

<latexit sha1_base64="BrPC8h44WG9PQvJIQ3TTZljNEPE="></latexit>

x1 = 1
<latexit sha1_base64="AdwkkVd/WWHvv9UdWSuSg2ETsIM="></latexit>

x1 = 0

<latexit sha1_base64="s1qOl2CQ+iWEZUM6iFYaXi0Y1W8="></latexit>

x2 = 0
<latexit sha1_base64="eIOTD4LL2RGIq3QIrPVfiM+KmEI="></latexit>

x2 = 1

<latexit sha1_base64="nyZk7C1EiN26w3Mry6ivHXbOZpU="></latexit>

x3 = 1
<latexit sha1_base64="DPRBG6lAre68nrRqurZdf3LSDq0="></latexit>

x3 = 0

<latexit sha1_base64="mrDL/gej2TAFvDxIFiRDW2gN1Hs="></latexit>

x = (0 , , )
<latexit sha1_base64="+T4pXsMTgrjOQOxGSxT707wFKbo="></latexit>

x = (1 , , )

<latexit sha1_base64="aj8YctzCN8rS1fIlYnQKA0uxehs="></latexit>

x = (1 , 1 , )
<latexit sha1_base64="Aq6/zfVlZu65UBgYmNCrX15FA48="></latexit>

x = (1 , 0 , )

<latexit sha1_base64="15hu0Tzxm6RFOOfmHRSkFxaLYIg="></latexit>

x = (1 , 1 , 0)

<latexit sha1_base64="B7rdzmHXs02x/dBkzx25rQQt9uY="></latexit>

x = ( , , )

<latexit sha1_base64="k5bTVUqChrEoGOBO4HrKESz+Yd8="></latexit>

arrêt car b2 < F = 34

<latexit sha1_base64="F/tDGsTMpr9d9fkZsI+dv1g4j2Y="></latexit>

arrêt car b4 < F = 34

<latexit sha1_base64="n4p/28yu3psguE4nDVpUyj6MFlc="></latexit>

impossible car
<latexit sha1_base64="6ezL14kglUkH1pM0C/EDXUtzFOA="></latexit>

e5 = �1 < 0
<latexit sha1_base64="yiUhYZ0ZVa6MgtAa+A/lKg6uumI="></latexit>

solution optimale

On trouve la solution optimale x∗ = (1, 1, 0)⊤ et maxx F (x) = F (x∗) = 34.
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

(b) Cas général.

On ne suppose plus que ai ≥ 0 ni ci ≥ 0 pour tout i . S’il existe un
coefficient ck < 0, on fait le changement de variable

x ′k = 1− xk ∈ {0, 1}. (6)

On obtient alors le problème

max
x′∈Rn

[
F (x′) =

n∑
i=1

c ′i x
′
i + K

]


n∑
i=1

a′ix
′
i ≤ d ′ = d −

∑
k tq
ck<0

ak

x ′i ∈ {0, 1}

où K est une constante (on peut la supprimer puisqu’elle ne joue aucun
rôle dans la procédure d’optimisation) et c ′i > 0 mais a′i de signe
quelconque, pour tout i .
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

On procède de la même façon que précédemment pour l’estimation de F
sauf pour l’estimation de la variable d’écart e où il faut tenir compte des
signes des a′i . On a les formules de mise-à-jour suivantes pour les
estimations (b′k , e

′
k) :

(x ′i = 1) (x ′i = 0)

b′k+1 = b′k

e ′k+1 =

{
e ′k − a′i si a′i > 0
e ′k si a′i ≤ 0

b′k+2 = b′k − c ′i

e ′k+2 =

{
e ′k si a′i > 0
e ′k + a′i si a′i ≤ 0

24



Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

Exemple. On considère le problème suivant

maxx [F (x) = 12x1 − 8x2 + 4x3]{
−x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 5
x1, x2, x3 ∈ {0, 1}

On pose x ′2 = 1− x2, x
′
1 = x1, x

′
3 = x3. Le problème devient (on supprime

la constante K = −8)

maxx′ [F
′(x′) = 12x ′1 + 8x ′2 + 4x ′3]{

−x ′1 − 2x ′2 + 4x ′3 ≤ 3
x ′1, x

′
2, x

′
3 ∈ {0, 1}

• Solution réalisable particulière : x′ = (1, 1, 1)⊤ avec F
′
= 24.

• Estimations initiales. On a b′0 = 12 + 8 + 4 = 24 et
e ′ = 3+ x ′1 + 2x ′2 − 4x ′3 ≤ e ′0 = 3+ 1+ 2 = 6 pour tout x ′1, x

′
2, x

′
3 ∈ {0, 1}.
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Méthode de Branch-and-Bound Programmation linéaire en variables binaires

<latexit sha1_base64="ed6Sdla0gMNR2fzF7ogimbWsjCk="></latexit>

S0

<latexit sha1_base64="gZpIQSOPPT42qvBJuoKEq6nE8V8="></latexit>

S1
<latexit sha1_base64="C99IYAZPJdIl+8qm+pKmnFzDuWE="></latexit>

S2

<latexit sha1_base64="IQZ2C094rWwUd1E0sJ6FZjQR4ME="></latexit>

S3
<latexit sha1_base64="h4jYvqCM73tIlfpVzBH7Dzi8010="></latexit>

S4

<latexit sha1_base64="eqK0xJiURA/EBm3E/ue0K5XUqqE="></latexit>

S5
<latexit sha1_base64="8kp5D7y89r7WlBiGS8ANEr+9k+4="></latexit>

S6

<latexit sha1_base64="BrPC8h44WG9PQvJIQ3TTZljNEPE="></latexit>

x1 = 1
<latexit sha1_base64="AdwkkVd/WWHvv9UdWSuSg2ETsIM="></latexit>

x1 = 0

<latexit sha1_base64="s1qOl2CQ+iWEZUM6iFYaXi0Y1W8="></latexit>

x2 = 0
<latexit sha1_base64="eIOTD4LL2RGIq3QIrPVfiM+KmEI="></latexit>

x2 = 1

<latexit sha1_base64="nyZk7C1EiN26w3Mry6ivHXbOZpU="></latexit>

x3 = 1
<latexit sha1_base64="DPRBG6lAre68nrRqurZdf3LSDq0="></latexit>

x3 = 0

<latexit sha1_base64="mrDL/gej2TAFvDxIFiRDW2gN1Hs="></latexit>

x = (0 , , )
<latexit sha1_base64="+T4pXsMTgrjOQOxGSxT707wFKbo="></latexit>

x = (1 , , )

<latexit sha1_base64="aj8YctzCN8rS1fIlYnQKA0uxehs="></latexit>

x = (1 , 1 , )
<latexit sha1_base64="Aq6/zfVlZu65UBgYmNCrX15FA48="></latexit>

x = (1 , 0 , )

<latexit sha1_base64="15hu0Tzxm6RFOOfmHRSkFxaLYIg="></latexit>

x = (1 , 1 , 0)

<latexit sha1_base64="B7rdzmHXs02x/dBkzx25rQQt9uY="></latexit>

x = ( , , )

<latexit sha1_base64="yiUhYZ0ZVa6MgtAa+A/lKg6uumI="></latexit>

solution optimale

<latexit sha1_base64="WosF9L39Oa9RjUOrfVVoLG1Zkh8="></latexit>

(b00 = 24, e00 = 6)

<latexit sha1_base64="RW4vwA+Ql3BnnlfMMNeoK7M2qyk="></latexit>

(b02 = 12, e02 = 5)
<latexit sha1_base64="G2b3NFstuusoZeCZUZlbFlcbR2Y="></latexit>

(b01 = 24, e01 = 6)

<latexit sha1_base64="6PmPFP9o9dok6Ct7N75dh2D6Hi0="></latexit>

(b03 = 24, e03 = 6)
<latexit sha1_base64="cfyWI8bAr7dSOBtZO31eULeeXlc="></latexit>

(b04 = 16, e04 = 4)

<latexit sha1_base64="kzdMteNdt59tBSt5iMvO1F6i94s="></latexit>

(b05 = 24, e05 = 2)

<latexit sha1_base64="a6RtA60HBgy9NPLyfNzSLbce71g="></latexit>

x = (1, 1, 1)
<latexit sha1_base64="iJUsXekzb10v6OP9zV+xROxCbb4="></latexit>

(b06 = 20, e06 = 6)

<latexit sha1_base64="cr4c9j6PS0SXNKb/fRYMol6Riao="></latexit>

arrêt car b04 < F
0
= 24

<latexit sha1_base64="Oi3CYCh9u9XlsUKd3wnXKvkptHg="></latexit>

arrêt car b02 < F
0
= 24

Solution optimale : x′∗ = (1, 1, 1)⊤, maxx′ F
′(x′) = F ′(x′∗) = 24.

Retour aux variables d’origine, solution optimale du problème initial :
x∗ = (1, 0, 1)⊤ et maxx F (x) = F (x∗) = 16.
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Méthode de Branch-and-Bound PL en nombres entiers à valeurs bornées

2. PL en nombres entiers à valeurs bornées

Variables entières xj ∈ {1, . . . ,mj} pour i = 1, . . . , n

⇒ arbre avec (mj + 1) branches (sous-ensembles) au sommet où on
examine la variable xj .

Pour déterminer une solution réalisable particulière, on examine les
variables par ordre décroissant des coefficients dans F multipliés par les
valeurs maximales permises de chaque variable.
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Méthodes des coupes Principe général

IV) Méthodes des coupes.

1. Principe général.

Pour résoudre un PL en nombres entiers, on pourrait penser résoudre le
problème en relachant la contrainte d’intégrité, obtenir une solution
optimale réelle et en prendre un arrondi entier. Cependant, on n’obtient
pas en général la solution optimale entière de cette façon.

Exemple. Soit le PL
maxx [F (x) = x1 + 0.64x2]

50x1 + 31x2 ≤ 250
3x1 − 2x2 ≥ −4
x1, x2 ∈ N

Si on résout ce problème en relachant la contrainte d’intégrité (pb relaxé),
on trouve la solution optimale relaxée (solution réelle) :

x = (376/193, 950/193) ≃ (1.948, 4.92)
alors que la solution optimale entière est donnée par

x = (0, 5).
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2 1 0 1 2 3 4 5 6
x1

0

1

2

3

4

5

6
x 2

R

3x
1

2x
2

=
4

50x1 +
31x2 =

250

solution optimale
relaxée

solution optimale
entière x *
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Méthodes des coupes Principe général

Principe général des méthodes de coupes.

On considère le PL en nombres entiers

maxx
[
F (x) = c⊤x

]
(P)


Ax ≤ b
x ≥ 0
x ∈ Nn

Il s’agit de méthodes itératives pour résoudre (P) où à chaque étape :

1 On résout un PL sans contrainte d’intégrité. On obtient une solution
optimale qui est généralement non entière (sinon c’est gagné)

2 On rajoute une contrainte une supplémentaire (une coupe) à partir de
la solution optimale précédente pour forcer la solution à devenir
entière.

3 On recommence en (1) jusqu’à obtenir une solution entière.

Il y a différentes coupes possibles.
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Méthodes des coupes Coupes entières

2. Coupes entières.
1 On résout (P0), le problème (P) relaxé i.e. sans contrainte d’intégrité

sur les variables; on obtient une solution optimale x∗ (si elle existe)
non nécessairement entière.

2 Si la solution optimale x∗ de (P0) est entière alors on arrête.
3 Sinon, il existe une composante x∗k non-entière. On construit alors

deux problèmes auxiliaires (P1) et (P2) en ajoutant à (P0) des
contraintes supplémentaires :

maxx
[
F (x) = c⊤x

]
(P1)


Ax ≤ b
xk ≤ ⌊x∗k ⌋
x ≥ 0

maxx
[
F (x) = c⊤x

]
(P2)


Ax ≤ b
xk ≥ ⌊x∗k ⌋+ 1
x ≥ 0

où ⌊·⌋ désigne la partie entière inférieure.
4 On résout (P1) et (P2). Parmi tous les problèmes auxiliaires, on

sélectionne celui dont la solution est réalisable et qui possède le coût
F le plus élevé. On retourne en (2) avec ce problème à la place de
(P0).
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Méthodes des coupes Coupes entières

Procédure de Branch-and-Bound (coupes entières).

La phase de séparation (branch) correspond à la construction des
deux problèmes (P1) et (P2).

La phase d’évaluation (bound) correspond à la détermination d’une
valeur F du coût pour une solution réalisable entière particulière.

<latexit sha1_base64="71MzcIotDF2l2UBFVtXx4RfSZq8="></latexit>

xk  bx⇤
kc

<latexit sha1_base64="qclpsmT8w6Q72QAMmUbpPOC6iOk="></latexit>

xk � bx⇤
kc + 1

<latexit sha1_base64="TB+nHhyh4nfTvxlZJt7ra7ptMso="></latexit>

P2
<latexit sha1_base64="5sIh1KSzyozbBh9g6MY141B1es0="></latexit>

P1

<latexit sha1_base64="B8lm4AGtrxIzubgL7WN/ypHYUtk="></latexit>

P0
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Méthodes des coupes Coupes entières

Exemple. On considère le problème suivant

maxx [F (x) = 13x1 + 8x2]
x1 + 2x2 ≤ 10
5x1 + 2x2 ≤ 20
x1, x2 ∈ N

qu’on veut résoudre par coupes entières.

Dans la procédure Branch-and-Bound, on utilise également le coût F
d’une solution réalisable entière particulière.

Si on rencontre un coût F < F à un sommet, on arrête l’exploration
de ce sommet.

Initialement, on choisit F = −∞ et on actualise F quand on
rencontre pour la première fois une solution réalisable entière.

On actualise la valeur F à chaque fois qu’on obtient une solution
réalisable entière avec un coût F̃ plus grand que F . On prend alors
F = F̃ .
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Méthodes des coupes Coupes entières

<latexit sha1_base64="TB+nHhyh4nfTvxlZJt7ra7ptMso="></latexit>

P2
<latexit sha1_base64="5sIh1KSzyozbBh9g6MY141B1es0="></latexit>

P1

<latexit sha1_base64="B8lm4AGtrxIzubgL7WN/ypHYUtk="></latexit>

P0

<latexit sha1_base64="xyD8yGGMIdh+kPxktSl7nOckcEc="></latexit>

P4
<latexit sha1_base64="4bKkUHXOTo1taaUDDwU5ukGZW1E="></latexit>

P3

<latexit sha1_base64="XOBgKPvNh1hrvP4ExMn8L7BWfm8="></latexit>

(x1 = 2.5; x2 = 3.75)

<latexit sha1_base64="SRBrP2ZN12rcC8/ugjGtzK0j4iA="></latexit>

(x1 = 2; x2 = 4)
<latexit sha1_base64="5lULyLRGKbHMk4VbrfZOgh9N0Hw="></latexit>

F = 58
<latexit sha1_base64="G9hZjlm4P8L9eH42zDtzerY7mhw="></latexit>

solution réalisable
<latexit sha1_base64="MdSG9hnmonj4gEg8M3+NibW84oo="></latexit>

entière
<latexit sha1_base64="l/suJIeSXguVmqEAA3pSd35e7jM="></latexit>

) mise à jour F = 58

<latexit sha1_base64="gBhC8ZHAShG82276jy7mDrLtoyI="></latexit>

(x1 = 3; x2 = 2.5)
<latexit sha1_base64="gn3eY+T6pQMLcnPKz73nZaH1h/I="></latexit>

F = 59

<latexit sha1_base64="vKwJJqz2TjthuJpbmnD+42A20TM="></latexit>

(x1 = 3.2; x2 = 2)
<latexit sha1_base64="qBU/rpHf/aVXpLsNOCh3GiaJpbs="></latexit>

F = 57.6
<latexit sha1_base64="RIfm4qNj+udGrz2Ytjt8hErvWEg="></latexit>

arrêt car F < F = 58

<latexit sha1_base64="trBrm80Y+eCpMFPnHkXC5bxfl1c="></latexit>

pas de solution
<latexit sha1_base64="cSoQJrjDATlyYON4ET61WaMotyQ="></latexit>

réalisable

<latexit sha1_base64="tdJkTZmdVyqsuUJQJ6YQFmGt51k="></latexit>

x1  2

<latexit sha1_base64="uStYSjvquMSia2xWIX/zWTZXAuQ="></latexit>

x2  2

<latexit sha1_base64="li5TG8xTaNsVmyH0EKOIJ/jARPc="></latexit>

x1 � 3

<latexit sha1_base64="iAi6k7apQd44zs0eSUXnMrLZD8k="></latexit>

x2 � 3

<latexit sha1_base64="c6U6goi8s1ZImi3V+fRqA5L5LSw="></latexit>

F = 59.5 (initialisation F = �1)

La solution optimale obtenue est x∗ = (2, 4) avec maxF (x) = F (x∗) = 58.
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory

3. Coupes de Gomory.

A nouveau, on veut résoudre le problème PL

maxx
[
F (x) = c⊤x

]
(P)


Ax = b
x ≥ 0
x ∈ Nn

On commence par résoudre le problème (P) relaxé i.e. sans les contraintes
d’intégrité sur les variables. On obtient une solution de base optimale x∗

(par simplexe) non nécessairement entière. On a

x∗ =

(
x∗B
x∗H

)
avec x∗H = 0.

On note ⌊x⌋ la partie entière inférieure et {x} la partie fractionnaire de x :

⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋+ 1,

0 ≤ {x} = x − ⌊x⌋ < 1.
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory

Proposition 1. Coupes de Gomory entières

Soit x =

(
xB
xH

)
une solution réalisable du problème (P) relaxé (pas

forcément entière donc), décomposée selon la base optimale B. On a

xB = x∗B −MxH (avec M = A−1
B AH)

On suppose que la composante (x∗B)i n’est pas entière. On a

e := −{(x∗B)i}+
∑

j{Mij}(xH)j ≥ 0 (7)

Cette nouvelle contrainte sur les variables hors-base xH (avec une nouvelle
variable d’écart e) est appelée coupe de Gomory entière.

Utilisation de la coupe : on résout le problème (P) relaxé en rajoutant
cette contrainte (7) et on itère jusqu’à obtenir une solution optimale
entière.
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory

Preuve de la Proposition 1. On a

(xB)i = (x∗B)i −MixH où Mi est la i-ème ligne de M

⇔ (xB)i +
∑
j

Mij(xH)j = (x∗B)i

⇔ (xB)i +
∑
j

(
⌊Mij⌋+ {Mij}︸ ︷︷ ︸

≥0

)
(xH)j︸ ︷︷ ︸
≥0

= ⌊(x∗B)i⌋+ {(x∗B)i} (8)

d’où
(xB)i +

∑
j

⌊Mij⌋(xH)j ≤ ⌊(x∗B)i⌋+ {(x∗B)i}

On cherche une solution réalisable entière donc (xB)i +
∑

j⌊Mij⌋(xH)j est
entier, d’où

(xB)i +
∑
j

⌊Mij⌋(xH)j ≤ ⌊(x∗B)i⌋ (9)

En combinant (8) et (9), on obtient {(x∗B)i} ≤ ∑
j{Mij}(xH)j □

37



Méthodes des coupes Coupes de Gomory

Exemple. On veut résoudre le problème suivant avec les coupes de
Gomory :

maxx [F (x) = 2x1 + x2]
x1 + x2 ≤ 4
x1 − 4x2 ≤ 0
x1, x2 ∈ N

On considère le problème relaxé sous forme standard :

maxx [F (x) = 2x1 + x2]

(P)


x1 + x2 + e1 = 4
x1 − 4x2 + e2 = 0
x1, x2, e1, e2 ≥ 0
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory

La solution de base optimale de (P) est (par simplexe)

x∗B =

(
x1
x2

)
=

(
16/5
4/5

)
=

(
3.2
0.8

)
; x∗H =

(
e1
e2

)
=

(
0
0

)
avec

AB =

(
1 1
1 −4

)
, A−1

B =
1

5

(
4 1
1 −1

)
, AH =

(
1 0
0 1

)
et

M = A−1
B AH =

1

5

(
4 1
1 −1

)
.

On a

M1 = (4/5, 1/5) ⇒ {M1} = (4/5, 1/5)
M2 = (1/5, −1/5) ⇒ {M2} = (1/5, 4/5) car ⌊−1/5⌋ = −1.

Deux coupes de Gomory possibles :

• Coupe de Gomory 1. Elle s’écrit {M1} · xH ≥ {(x∗B)1} = 0.2 = 1/5, soit

4

5
e1 +

1

5
e2 ≥

1

5
⇔ 4e1 + e2 ≥ 1 (10)
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory

• Coupe de Gomory 2. Elle s’écrit {M2} · xH ≥ {(x∗B)2} = 0.8 = 4/5, soit

1

5
e1 +

4

5
e2 ≥

4

5
⇔ e1 + 4e2 ≥ 4 (11)

Pour mieux comprendre et interpréter les coupes de Gomory, on peut
exprimer (e1, e2) en fonction des variables de base x1 et x2. On a

e1 = 4− x1 − x2
e2 = −x1 + 4x2

Les contraintes (10), (11) deviennent alors

x1 ≤ 3 (12)

x1 − 3x2 ≤ 0 (13)

On ajoute les contraintes (12), (13) à (P). On obtient alors la solution

optimale x∗B =

(
x1
x2

)
=

(
3
1

)
qui est entière, avec maxF (x) = 7.
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory et simplexe dual

4. Coupes de Gomory et algorithme du simplexe dual.

Dans la pratique, une fois une coupe de Gomory déterminée, on ajoute la
variable d’écart e associée à cette contrainte (cf. (7)), comme une variable
de base :

e := −{(x∗B)i}+
∑
j

{αij}(xH)j (14)

☛ On obtient ainsi une nouvelle solution de base qui reste optimale (les
coûts réduits restent négatifs) mais qui n’est pas réalisable car sa valeur
−{(x∗B)i} est < 0.

L’algorithme du simplexe dual est alors bien adapté pour obtenir une
solution de base réalisable : on cherche un changement de base B → B ′

permettant d’annuler la variable e.

- La variable sortante est donc e.

- Pour déterminer la variable entrante, on maintient les coûts réduits
négatifs.
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory et simplexe dual

Reprenons l’exemple précédent en ajoutant la coupe de Gomory 1. dans le
dictionnaire i.e. 4e1 + e2 ≥ 1 ⇔ e3 = −1 + 4e1 + e2 ≥ 0 (e3 est la
nouvelle variable) :

x1 = 16
5 − 4

5e1 − 1
5e2

x2 = 4
5 − 1

5e1 +
1
5e2

e3 = −1 + 4e1 + e2

F = 36
5 − 9

5e1 − 1
5e2

Variable sortante : c’est e3 !

Variable entrante.
1. On envisage le passage de e1 en base. En substituant l’expression de e1

dans F , on obtient

F =
135

20
− 9

20
e3 + (

9

20
− 1

5︸ ︷︷ ︸
≥0

)e2

Le coût réduit de e2 devient positif, la solution n’est plus optimale
⇒ e1 ne peut pas rentrer en base.
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory et simplexe dual

2. On envisage le passage de e2 en base. En substituant l’expression de
e2 dans F , on obtient

F = 7− 1

5
e3 + (

1

5
− 9

20︸ ︷︷ ︸
≤0

)e2

Les coûts réduits sont tous négatifs, la solution obtenue est réalisable
et optimale ⇒ e2 entre en base. La solution optimale est

x1 = 3, x2 = 1, e2 = 1.

On a obtenu une solution optimale entière.
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory et simplexe dual

Remarques sur les coupes de Gomory.

1 L’utilisation réitérée des coupes de Gomory avec le simplexe dual
converge en un nombre fini d’itérations vers une solution optimale
entière sous les conditions suivantes :

Choix de la coupe : on choisit la coupe (7) avec la composante i telle
que {(x∗B)i} = maxk∈B{(x∗B)k} i.e. la variable de base non-entière qui
a la partie fractionnaire la plus grande.

Dans le simplexe dual, si une variable d’écart e d’une coupe rentre en
base, supprimer la coupe (supprimer la variable e et la ligne
correspondante dans le dictionnaire).

2 Ralph Gomory a inventé les coupes pour les PLNE dans les années
1960. Pour des problèmes mixtes (MILP) où toutes les variables ne
sont pas forcément entières, Gomory établit peu de temps après un
autre type de coupes, appelées coupes GMI (Gomory mixed integer
cuts). Les premiers essais numériques furent assez décevants à
l’époque.
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Méthodes des coupes Coupes de Gomory et simplexe dual

Au début des années 90, des chercheurs (G. Cornuéjols, S. Ceria)
sont amenés à re-tester les coupes de Gomory (les GMI) pour com-
parer avec leurs propres travaux et s’aperçoivent qu’elles sont finale-
ment performantes, en particulier pour de grands problèmesa.

Les coupes GMI sont plus générales et plus performantes que les
coupes initiales de Gomory, même pour les PLNE. Ce sont ces coupes
qui sont utilisées désormais dans la plupart des solveur actuels.

ales solveurs simplexes ayant fait aussi beaucoup de progrès depuis 30 ans et
continuent d’en faire.
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