METHODE DU SIMPLEXE DUAL (REVISITEE)

J.F. SCHEID

1. INTRODUCTION

La méthode du simplexe dual (C.E. Lemke 1954 [4], E.M.L. Beale 1954 [3]) consiste
a appliquer la méthode du simplexe au probléme dual en travaillant avec des solutions
de base qui ne sont pas nécessairement positives (donc pas nécessairement réalisables).
On considére un probléme d’optimisation linéaire (programme linéaire) écrit sous forme
standard (contraintes égalités) :

max [F(X) = ch]

(1) { Ax = b

x>0
Le probléme dual de s’écrit
min [G(y) = bTy}
y

(2) ATy >c
y de signes quelconques

ou bien encore sous forme standard

min [G(y,S) = bTy}

(¥,8)
(3) Aly —¢=c
y de signes quelconques,
£>0

A chaque itération de la méthode du simplexe dual, les variables primales entrante et
sortante de sont déterminées en examinant le probléme dual . Cette méthode
s’applique en ayant déja déterminer une solution de base réalisable pour le probléme dual.
C’est par exemple le cas si ¢ < OE| dans . La méthode du simplexe dual peut aussi étre
utilisée en analyse de sensibilité lorsque qu’on a déja obtenu une solution optimale. Si
on modifie le vecteur b la solution duale optimale précédente reste une solution de base
réalisable pour le dual. On peut alors appliquer le simplexe dual (avec le nouveau b) en
partant de cette solution de base duale réalisable.

Pour commencer, on supposera d’abord qu’on dispose d’une solution de base réalisable
pour le probléme dual. On verra ensuite (cf. Section 5. EXTENSION) qu’on peut relacher
cette hypothése de départ et obtenir ainsi une méthode permettant de s’affranchir de la

Date: 24 octobre 2020.
1. Sic <0, on a alors une solution de base duale réalisable évidente en prenant comme variables de
bases duales les variables d’écart duales £ = —c > 0 et y = 0.
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phase d’initialisation (Phase 1) quand celle-ci est nécessaire. L’algorithme du simplexe
dual est présenté ici avec la méthode des dictionnaires.

2. SIMPLEXE ET DUALITE

Commengons par appliquer la notion de dualité aux dictionnaires. La méthode du
simplexe avec dictionnaires appliquée a conduit & chaque itération & un dictionnaire
primal qu’on peut écrire sous la forme

(4)

XB:B—ZXH
F=F-Lixpy

avec b = Aglb, A= AglAH et Ly représente les cotits réduits. On peut interpréter le
dictionnaire (4) comme provenant du PL primal suivant :

x:n&zf;) [F(x) =F+ L]TIXH}
(517) (35) -

xB, Xg =0

(PL)

qui admet le probléme dual suivant mis sous forme standard :

min [G(y,{) =F+ BTy}
(PLD) { Ay € —Ly
y, €20

Le dictionnaire du simplexe associé & (PLD) s’écrit alors
=T
§=-Lp+Ay
e
G=F+by
On pose yg = € et yp = y. Le dictionnaire se réécrit

()

—T
G=F+b yp

Définition 2.1.
i) On dira que @ est le dictionnaire dual du dictionnaire primal .

it) Si Ly < 0, on dira que la solution de base x = xB associée Q est dual-
H
réalisable.

Remarque. Si la solution de base duale (yg,yp) du dictionnaire dual @ est réalisable
i.e. si yg > 0 alors la solution de base x est dual-réalisable.

Dans certaines situations, il peut étre avantageux de résoudre le probléme dual plutot
que le probléme primal. Par exemple, pour un PL sous forme canonique pure avec m
contraintes inégalités et n variables, si m est beaucoup plus grand que n on aura intérét
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a résoudre par simplexe le probléme dual. Celui-ci comporte n contraintes (n << m)
et on sait que le cout de la méthode du simplexe dépend essentiellement du nombre de
contraintes et peu du nombre de variables. Si on résout le probléme dual par la méthode
des dictionnaires et qu’on obtient une solution optimale duale alors le dictionnaire dual
final obtenu est de la forme @ et on en déduit une solution optimale pour le probléme
primal :
x5 =b, xj; = 0.

qui est associée au dictionnaire primal . Dans la méthode du simplexe dual, on applique
le simplexe sur le probléme dual mais de fagon implicite en continuant & travailler sur le
probléme primal.

3. METHODE DU SIMPLEXE DUAL

3.1. Principe de la méthode. On suppose qu’on dispose d’une solution de base initiale
duale-réalisable mais non nécessairement réalisable au sens ot on n’a pas nécessairement
positivité des variables de base. Au cours des itérations de la méthode du simplexe dual,
les variables de base xp dans le dictionnaire primal ne sont pas forcément toutes
positives. En revanche, les solutions de base seront toujours duale-réalisables. D’aprés le
dictionnaire primal , la solution de base est réalisable si et seulement si b > 0 et on
rappelle qu’elle est duale-réalisable si Ly < 0.

On associe les variables de base primales xp aux variables duales yp (mémes dimen-
sions) et les variables primales hors-base xj aux variables duales yp. A chaque itération
de la méthode du simplexe dual, on applique le simplexe sur le probléme dual pour dé-
terminer les variables entrante et sortante dans le dictionnaire primal. Dans le
dictionnaire dual, on détermine la variable entrante y; (i € H) et la variable sortante y;
(j € B). Dans le dictionnaire primal, ces variables correspondent a la variable entrante
x; et a la variable sortante ;.

On note b = (Ei>iEBy A= (aij) et Ly = (Lk)k€H~

— Variable duale entrante : y; avec ¢ € B tel que

(7) Ez <0

S’il existe plusieurs i € B vérifiant , on choisit i € B tel que b; = min (Ek <0,k e B)

— Variable duale sortante : y; avec j € H est déterminé en maintenant la positivité
des variables y . On détermine l'indice j € H tel que a;; < 0 et

—Liy+a;y; >0, Vk e H
a;r <0

L
yi <=5 VkeH

c’est-a-~dire @ik . Ainsi, on choisit j € H tel que
a;r <0
L; . L
(8) = = min =%
Q5 keH QL
@ <0
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Meéthode du simplexe dual. Dans la méthode du simplexe dual, on ne travaille
pas explicitement avec le probléme dual mais bien avec le probléme primal. A chaque
itération, on détermine les indices ¢ € B vérifiant @ et j € H vérifiant . On choisit
alors x; comme variable primale entrante et x; comme variable primale sortante. La
valeur de la variable entrante est alorsf]

bi
9 i=—2>0
9) Ly ay

et x; = 0.

3.2. Arrét du simplexe dual. Dans le simplexe dual, on parcourt les solutions de
base non nécessairement réalisables (au sens ot on n’a pas nécessairement positivité). En
revanche, comme on maintient la positivité des variables de base duales, on aura toujours
Ly <0. On distingue les différentes situations suivantes :

1. 1l n’existe pas d’indice i € B vérifiant (7).

Dans ce cas, on a b; > 0, Vi € B i.e. b > 0. La solution de base primale du
dictionnaire est alors réalisable. Comme on a toujours Ly < 0, la solution de
base primale est optimale. Elle vaut

xp=b, xj=0.
2. Il n’existe pas d’indice j € H vérifiant .

Dans ce cas, on a a;; > 0, Vj € H ou l'indice ¢ € B est tel que b; < 0. A partir de
la relation
XT; = Bl — Zaijl‘j,

on en déduit que z; < 0 quels que soient les x; > 0. Par conséquent, le probléme
primal n’a pas de solution réalisable.

Remarque. Le résultat de 2. peut aussi s’obtenir en raisonnant directement sur le dual.
En effet, pour tout j € H, on a

y; = —Lj +a;;y;

et on voit que y; > 0 quel que soit y; > 0 car @;; > 0 et L; < 0. Par conséquent on
a une solution de base duale réalisable et y; n’est pas borné, G n’est donc pas bornée
(min G = —inf). Le probléme dual admettant un optimum infini, on en déduit que le
primal n’a pas de solution réalisable (cf. correspondance primal/dual).

2. Cela se déduit de la relation 0 = x; = b; — @ijz;
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4. EXEMPLE : SOLUTION DE BASE INITIALE DUALE-REALISABLE

On considére le programme linéaire

max [F(z1,x2,23) = —x1 — 4wg — 43] .
(z1,22,23)

(10) x1 + 229 + 223 < 11
x1 + 3x9 + 223 > 15
x1,x2,x3 > 0

qui admet la forme standard suivante :

max [F(x) = —x1 — 4xg — 4x3].
X
(11) T1 4+ 220 + 223+ €1 =11

T1 4+ 310 + 223 —eg = 15
x1,T2,T3,€1,€2 2 0

On remarquera que n’admet pas de solution de base réalisable évidente (on ne peut
pas choisir e = —15). On initialise la méthode du simplexe dual avec la solution de base

non-réalisable :
1
. €1 o 11 . .
3

mais puisque ¢ = (—1, —4, —4)T <0, elle est duale-réalisable.

xItération 1. Le dictionnaire initial s’écrit

e1 =11 —x1 — 229 — 223
es = —15+ x1 + 3z + 223
F:—x1—4x2—4x3

Variable sortante x5 = es car by = —15 < 0.
Variable entrante x.. On calcule Ly /ag, pour k € H tel que ag, < 0.

-1 —4 —4 -1
Eilzlciilo <_1, — _2> = et donc z, = 1 = 15.

On obtient la nouvelle solution de base (toujours non-réalisable)

€2
e —4
= ()= () == (=) =0
3

«Itération 2. On effectue le pivotage des variables entrante/sortante pour obtenir le
nouveau dictionnaire.

1 =15+ ey — 3z — 23
e1=—4—ey+ 190
F:—15—62—$2—2x3

Variable sortante zs = e; car by = —4 < 0.
Variable entrante x.. On calcule Ly /ag, pour k € H tel que ag, < 0.

-Y -1 — -1
min ,—, = — et donc z, = 19 = 4.
T, <0 1"-1"/0 -1
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On obtient la nouvelle solution de base (réalisable)

€2
(12) Xp = (£2> = (g) , Xg = el =0
1 T3

On a obtenu une solution de base réalisable (positivité des variables de base). Comme
elle est aussi duale-réalisable, elle est donc optimale et max F' = —19.

5. EXTENSION

Dans la présentation faite de la méthode, on a supposé qu’on dispose initialement
d’une solution de base duale-réalisable (ce qui sous-entend que le probléme dual est bien
réalisable). On peut étendre la méthode en partant d’une solution de base qui n’est pas
duale-réalisable.

Commengons par faire les remarques suivantes.

— Si cette solution de base est réalisable alors on peut appliquer le simplexe primal
(sans phase 1).

— Si elle n’est pas réalisable au sens ot elle n’est pas positive mais vérifie quand méme
les contraintes Ax = b, on va voir qu’on peut encore appliquer le simplexe dual.

On suppose donc a présent qu’on a une solution de base x qui n’est ni duale-réalisable,
ni réalisable mais vérifie Ax = b (x n’est donc pas positive). On suppose donc qu’on
dispose d’une solution de base x vérifiant telle que

(H1) il existe i € B tel que b; < 0 (x non réalisable) ;
(H2) il existe j € H tel que L; > 0 (x non duale-réalisable) ;

En appliquant la méthode du simplexe dual en partant de cette solution de base initiale,
on rencontrera une des 3 situations d’arrét suivantes (qui sont une généralisation des
conditions d’arrét de la section 3.2) :

Cas d’arrét du simplexe dual.
(1) Il n’existe pas d’indice ¢ € B vérifiant (7).
Dans ce cas, on a b; > 0, Vi € B i.e. b > 0. La solution de base primale du
dictionnaire est alors réalisable. On distingue 2 cas :

(a) Si Ly <0 alors la solution de base primale est optimale (c’est la condi-
tion d’optimalité). Elle vaut

xp=b, xj=0.

(b) S'’il existe j € H tel que L; > 0, alors y; < 0 et comme b > 0 on ne peut plus
diminuer G. Le probléme dual n’a pas de solution réalisable. Donc dans ce
cas, le probléme primal admet un optimum infini (cf. correspondance
primal/dual).
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(2) Il n’existe pas d’indice j € H vérifiant ().
Dans ce cas, on a a;; > 0, Vj € H ou l'indice i € B est tel que b; < 0. A partir
de la relation
x; = b; — Zdijxj,
jeH
on en déduit que x; < 0 quels que soient les z; > 0. Par conséquent, le probléme
primal n’a pas de solution réalisable.

Remarque. Le résultat de (2) peut s’obtenir en raisonnant directement sur le dual. En
effet, a partir de la relation

yj = —Lj +aiyi,
pour tout j € H, on distingue 2 cas.

i) Sia;; > 0, Vj € H alors on aura y; > 0 pour y; > 0 suffisamment grand et ceci quel
que soit le signe de L;. Par conséquent on a une solution de base duale réalisable
et y; n’est pas borné, G n’est donc pas bornée et le probléme dual admet donc
un optimum infini (min G = — inf).

ii) Sl existe j € H tel que @;; = 0, alors on distingue 2 cas :
— Si Lj < 0 alors y; > 0 quelque soit la valeur de y;. Donc G n’est donc pas
bornée, le probléme dual admet un optimum infini.
— Si Lj > 0 alors y; < 0 quelque soit la valeur de y;. Donc le probléme dual
n’a pas de solution réalisable.

On a montré que dans le cas 2., le probléme dual admet soit un optimum infini, soit
n’a pas de solution réalisable. On en déduit (cf. correspondance primal/dual) que dans
ce cas, le primal n’a pas de solution réalisable.

5.1. Simplexe dual : s’affranchir de la phase 1. On suppose qu’on dispose d’une
solution de base initiale qui n’est pas nécessairement réalisable, ni duale-réalisable. On
peut toujours utiliser une méthode de simplexe primal ou dual directement, sans avoir
recours a une phase d’initialisation avec variables artificielles (phase 1). En fonction de
I’état de la solution de base initiale, on a le schéma de procédure suivant.

solution de base initiale réalisable non réalisable
duale-réalisable solution optimale | simplexe dual (a)
non duale-réalisable simplexe primal | simplexe dual (b)

TABLE 1. Procédure primal/dual en fonction de I'état de la solution de
base initiale

La situation (a) correspond a la méthode duale présentée a la Section 3 quand la
solution de base initiale est duale-réalisable (mais non-réalisable). Dans la situation (b),
les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites.
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Enfin, on remarquera qu’avec un PL sous forme standard
max [F(X) = CTX]
X

Ax <b
x>0

on peut choisir comme solution de base initiale xg = e = b et xg = 0 ou e sont les
variables d’écart et ceci quels que soient les signes des composantes de b. Le schéma
primal/dual ci-dessus s’applique alors avec cette solution de base initiale. Cette solution
de base initiale est réalisable si et seulement si b > 0, elle est duale-réalisable si et
seulement si ¢ < 0.

6. EXEMPLES

On considére plusieurs exemples correspondants a la situation (b) de la Table |1} c¢’est-
a-dire avec une solution de base initiale ni réalisable ni duale-réalisable. On donne 3
exemples pour chacune des situations d’arrét établies précédemment.

6.1. Solution réalisable optimale. On considére le programme linéaire
max [F(x1,xe,x3) = 31 + 4xo + 23] .
(71,72,73)
(13) 1+ 2z + 223 < 8
r1 +2x9 +3x3>9
x1,x2,x3 > 0
qui admet la forme standard suivante :
max [F'(x) = 321 + 4z + 3] .
x€R5
(14) 1+ 229 + 223+ €1 =8
1+ 229 +3rx3—€e2 =9
r1,T2,%3,€1,e2 > 0

On remarquera que n’admet pas de solution de base réalisable évidente (on ne peut
pas choisir e; = —9). On initialise la méthode du simplexe dual avec la solution de base

non-réalisable :
X1
(1) (3w (2)
€9 -9
3

Cette solution de base n’est pas non plus duale-réalisable car ¢ = (3,4,1)" > 0. On est
donc bien dans le cadre des hypothéses (H1) et (H2).

xItération 1. Le dictionnaire initial s’écrit

61:8—$1—21’2—21’3
€2 = =9+ 1 + 229 + 323
F =3x1 4+ 422 + x3

Variable sortante x = eg car by = —9 < 0.
Variable entrante x.. On calcule Ly /ag, pour k € H tel que ag, < 0.
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i 3 4 1
Eﬁglg ' 93 = -3 et doncz, =z =9.

On obtient la nouvelle solution de base (toujours non-réalisable)
€2
_ () (! _ _
XB—<m1>—<9>,XH— zo | =0
T3

*«Itération 2. On effectue le pivotage des variables entrante/sortante pour obtenir le
nouveau dictionnaire.

1:1:9—1-62—23:2—33;3
e1=—1—ey+ 23
F =27+ 3eg — 229 — 813

Variable sortante T3 = €1 car by = —1 < 0.
Variable entrante x.. On calcule Ly /ag, pour k € H tel que ag, < 0.

3/ -2 —8 -8
arsr,lgi?o (%{’7(%’ _1> =9 8 et donc x, = x3 = 1.

On obtient la nouvelle solution de base (réalisable)

€2
(15) Xp = <§i’> = <é> , Xg = | x2 =0

€1

xItération 3. On obtient le dictionnaire.

r3=14+es+ e
$1:6—262—2x2—361
F:19*562*2$2*861

Tous les cotits réduits sont négatifs (Ly < 0) et la solution de base (15 est réalisable
(b > 0). Elle est donc optimale (cas (1a) des situations d’arrét du simplexe dual).

6.2. Optimum inifini. On considére le programme linéaire
max [F({L‘l, 1‘2) =1+ 31‘2] .
(z1,22)
x1+x2>3
(16> T — 2:62 2 5
—2x1 4+ 22 <)
r1,22 >0
qui admet la forme standard suivante :
max [F(x) = z1 + 3z2].
x€R5
r1+axy—e =3
T —2x9—ey =25
—2x1 4+ 29 +e3=>5
x1,T2,€1,€2,e3 > 0

(17)
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On initialise la méthode du simplexe dual avec la solution de base non-réalisable :
€1 -3 x
XB = (] = -5 , XH = <$1> =0
€3 5} 2

Cette solution de base n’est pas non plus duale-réalisable car ¢ = (1,3)T > 0. On est
donc bien dans le cadre des hypothéses (H1) et (H2).

xItération 1. Le dictionnaire initial s’écrit

e =—-3+x1 + x9
ea = -5+ 1 — 219
es=5+42x; — o
F=ux14 3x9

Variable sortante x5 = eg car by = —5 = min(—3, —5) < 0.

Variable entrante x.. On calcule Ly /ag, pour k € H tel que ag, < 0.

. 1 3 1
alililo ' 79 :jletdoncxelezf).

On obtient la nouvelle solution de base (réalisable)

(&) 2 e
Xp= |71 = 9 ,XH_(2>—O

€3 15
*xItération 2. Aprés pivotage des variables entrante/sortante on obtient le dictionnaire
e1 =5+ e+ 229
es =2+ eg + 3x9
e3 = 15+ 2e9 + 3x9
F=5+ey+5xo

Onab=(5215)T >0et Ly = (1,5)" donc Ly n’est pas négatif et on est dans le cas
(1b) des situations d’arrét du simplexe dual. Par conséquent, le probléme primal admet
un optimum infini.

6.3. Pas de solution de base réalisable. On considére le programme linéaire

max [F(x1,x9) = 21 — xa].
(z1,72)
1+ 2w <5
(18) 2x1 +12 <6
T + xT9 Z 4
Ty, T2 2 0

qui admet la forme standard suivante :

max [F'(x) = z1 — x2] .

xER®
1+ 229 +e1 =5
(19) 201 +x2+e2 =6

T+ x9—e3=4
T1,T2,€1,e2,e3 >0
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On initialise la méthode du simplexe dual avec la solution de base non-réalisable :
€1 5 T
XB = (] = 6 ,XH:<$1>:0
€3 —4 2

Cette solution de base n’est pas non plus duale-réalisable car ¢ = (1, —1)—r n’est pas
négatif. On est donc bien dans le cadre des hypothéses (H1) et (H2).

xItération 1. Le dictionnaire initial s’écrit

61:5*$1*2.’E2
62:6—2{L‘1—.’E2
e3 = —4+x1+ 22
szl—afg

Variable sortante x4 = ez car bg = —4 < 0.

Variable entrante x.. On calcule Ly /ag, pour k € H tel que ag, < 0.
n (L, LI 4
min [ —,— | = — n =1 =4.
a,,<0 \ —1" —1 T reonege =

On obtient la nouvelle solution de base (toujours non-réalisable)

€1 1 e
xp=le | =1|-2 ,XH:<3>:0

T 4

*xItération 2. Aprés pivotage des variables entrante/sortante on obtient le dictionnaire

r1=4+4+e3— a2
e1=1—e3—x9
ey = —2 — 2e3 + o
F:4+63—2$2

Variable sortante zs = es car bg = —2 < 0.
Variable entrante x.. On calcule Ly /ag, pour k € H tel que ag, < 0.

. -2 -2
arsrililo <%/,_1> = — =2 et donc z, = x9 = 2.

On obtient la nouvelle solution de base (toujours non-réalisable)
€1 —1 e
XB = i) = 2 ,XH:<63):0
X1 2 2

*xItération 3. Aprés pivotage des variables entrante/sortante on obtient le dictionnaire

$2:2+62+63
$1=2—62—€3
61:—1—62—363
F:—2€2—363

Variable sortante zs = e; car bs = —1 < 0.
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Variable entrante x.. On a (agy), = (1, 1)T > 0 donc il n’existe pas de coefficient @, < 0.
On est dans le cas (2) des situations d’arrét. Le probléme primal n’admet donc pas de
solution de base réalisable.

1]
2]
3]

[4]
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